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3 Von der Erde zur Karte

3.1 Verzerrungen

Die Konstruktion eines Kartennetzentwurfs bedeutet nun die Definition einer Abbildung
der Erdkugel in eine ebene (Bild-)Flidche mit gleichzeitiger Abbildung eines Netzes von
Koordinatenlinien, die auf der Kugel gegeben sind.

Aus Sicht des Anwenders einer Karte sind folgende Eigenschaften wiinschenswert:

Definition 3.1 (Winkeltreue) Der Winkel zwischen zwei sich schneidenden Linien (de-
finiert durch den Winkel zwischen den Tangenten an diesen Linien in deren Schnittpunkt)
bleibt bei der Abbildung erhalten. Dies wird auch Konformitét der Abbildung genannt.

Definition 3.2 (Lingentreue, Abstandstreue) Der Abstand zweier Punkte bleibt bei
der Abbildung bis auf einen festen, fir alle abgebildeten Gebiete der Kugel giltigen (globa-
len) Mafstabsfaktor m erhalten.

Definition 3.3 (Flichentreue) Einander zugeordnete (differentielle) Flachenelemente in
Orginal und Bild sind in jedem Punkt flichengleich. 2!

Diese intuitiven Begriffe miissen mit Mitteln der Differentialgeometrie prazisiert werden.
Eine mathematisch exakte Definition der Begriffe Langen-, Winkel und Flachenverzerrung
mit Mitteln der Differentialgeometrie kann in entsprechenden Lehrbiichern nachgelesen
werden.

Verzerrungen treten auf, wenn einer der oben genannten Treueforderungen verletzt wird.
Abbildungen, die keine Verzerrungen hinsichtlich der Strecken, Winkel und Flichen auf-
weisen, werden verzerrungsfrei genannt. Im folgenden wird zunéchst unterstellt, daff die
Erde Kugelgestalt besitzt. Wie Leonhard Euler (1707-1783) gezeigt hat??, ist es unméglich,
eine Kugel verzerrungsfrei in eine Ebene abzubilden. Insbesondere existiert keine Abbil-
dung der Kugel in eine Ebene, die abstandstreu ist. Das schlieft nicht aus, dafs spezielle
Linien in wahrer Lange abgebildet werden, bei vielen Abbildungen besteht zudem noch die
Mobglichkeit, diese Linien gezielt auszuwiihlen. Aus den Uberlegungen der Differentialgeo-
metrie folgt weiter, daf sich Winkeltreue und Flidchentreue ausschliefen.

Das Auftreten von Verzerrungen ist typisch fiir Abbildungen einer Fliche auf eine andere.
Folgende verzerrungsfreie Abbildungen sollen besonders erwdahnt werden:
e Abbildung eines Kegels in eine Ebene

e Abbildung eines Zylinders in eine Ebene

21 Abbildungen mit der Eigenschaft der Flichentreue werden in der Geographie gern benutzt, da hiufig
die Bedeutung eines Merkmals mit seiner flichenhaften Ausdehnung einhergeht. Sie sind deshalb auch ein
wichtiges Gestaltungsmittel fiir Ausgaben in GIS-Systemen.

22 Der Eulersche Beweis beruht auf folgender Uberlegung: Wihrend die Summe der Innenwinkel im ebe-
nen Dreieck stets den konstanten Wert 180 (Alt-)Grad hat, ist dieser Wert beim sphérischen Dreieck nicht
konstant und um den sphérischen Exzeft grofier als dieser Wert. Gdbe es eine verzerrungsfreie Abbildung
der Kugel auf eine Ebene, so miifite diese ein sphirisches Dreieck in ein ebenes Dreieck unter Erhalt der
Seitenldingen und Innenwinkel abbilden. (Die Seiten stellen jeweils die kiirzeste Verbindung der Eckpunkte
dar.) Das ist jedoch ein Widerspruch.
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Diese Abbildungen entstehen durch Aufschneiden des Kegels / Zylinders entlang einer
Mantellinie und Abwickeln der entstehenden Fliche.?? Die Flichen Kegel und Zylinder
dienen beim Entwurf einiger Kartennetze als Hilfsfliche, auf die die Kugel abgebildet wird
und die dann abgewickelt wird.

Da die Kugel einen Spezialfall eines Rotationsellipsoid darstellt, kann es auch keine ver-
zerrungsfreie Abbildung dieser Fliche in die Ebene geben.

3.2 Kilassifizierung der Abbildungen der Kugelfliche in die Ebene

Vorgelegt sei eine Kugel mit einem azimutalen Koordinatensystem, dessen Ursprung in
einem beliebigen Punkt der Kugeloberflache liegt, und den Koordinaten (d, a). Dabei be-
zeichne d die Distanz vom Ursprung und a das Azimut.?*

Die Klassifikation von Abbildungen der Kugel in eine Ebene kann nach mehreren Kritierien
vorgenommen werden:

3.2.1 Winkeltreue, flichentreue und abweitungstreue Abbildungen

Wie stellt man sich diese Eigenschaften vor? Zunéchst werden (b, 1) als die Koordinaten
der Ausgangsfliche und (x, y) als Koordinaten der Bildfliche definiert. Dann gilt :

m ()=Con)

Abb. (1) wird dann einer Reihenentwicklung unterzogen (Taylor-Reihe), dafiir muss (1)
differezierbar sein.
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dabei wurden die Argumente (b,1) der partiellen Ableitungen x, z;, yp, y; unterdriickt.
Aufserdem wurde der Entwicklungspunkt b = bg,l = Iy nur einmal angegeben.

D) ae()
(-Gl

dabei gilt IIR|| = O(/(b—10)2 + (I — 1p)?) R ist das Restglied.

Abb. (1) wird im wesentlichen durch den Linearteil A des Funktionszuwachses bestimmt.

23Streng genommen sind diese Abbildungen nicht vollstéindig verzerrungsfrei. Eine Storung entsteht an
der genannten Mantellinie, wo der Kegel/Zylinder ,aufgeschnitten® wird.
**Das Gradnetz der Erde mit dem Norpol als Ursprung ist beispielsweise ein solches System.
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Diese Matrix beschreibt eine affine Abbildung in der Ebene. Dabei gilt:

1) Das affine Bild des Kreises ist eine Ellipse.

2) Es existieren zwei Durchmesser des Urbildkreises, die in die zwei orthogonalen
Halbachsen der Ellipse iibergehen.
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Diese Kreisdurchmesser bestimmen die (liegen auf den) Hauptverzerrungsrichtungen der
Abbildung.

Das Bild eines Einheitskreises unter dem Linearteil der Kartenabbildung wird in der
Kartographie als Indikatrix von Tissot bezeichnet.

r — L
i )‘11 } Hauptver zerrungender Abbildung
b 22

Flacheninhalt:

Kreis Fre = r2r

Ellipse : Fg = abr = r?\ Ao

Sitze von Tissot:

Eine Abbildung ist flichentreu , wenn
Al A =1

und winkeltreu , wenn

Zur Klassifikation Abbildungsart dienen die Eigenschaften der Indikatriz von Tissot. Seien
k1 und ko die grofse bzw. kleine Halbachse der Indikatrix. Dann gilt fiir

a) konforme kartographische Entwiirfe: k1 = ko.
b) flichentreue kartographische Entwiirfe: k; - ko = 1.

Abweitungstreue kartographische Entwiirfe: gewisse Koordinatenlinien d = const oder
a = const des azimutalen Koordinatensystems werden ohne Verzerrung abgebildet.
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3.2.2 Echte und unechte Abbildungen

Definition 3.4 (echte Abbildung) Eine Abbildung der Kugel in eine Ebene heifit echte
Abbildung, wenn dabei alle Hauptkreise a = const in Gradenbischel und alle Horizontal-
kreise d = const in dazu orthogonale konzentrische Kreise abgebildet werden (die Gerade
gilt dabei als Kreis mit ,unendlich groflem® Radius).

Definition 3.5 (unechte Abbildung) Eine Abbildung der Kugel in eine Ebene heifit
unechte Abbildung, wenn sie keine echte Abbildung ist, d.h. die Orthogonalitit der Ko-
ordinatenlinien verloren geht oder die Bildkurven zu anderen Kurventypen gehdren.

Echte Abbildungen: Wie oben dargestellt, bildet eine echte Abbildung die Kugelober-
fliche in die Ebene ab. Fiir das Verstdndnis ist es manchmal gut, sich eine geometrische
Vorstellung von der Abbildung zu machen. So gibt es einmal Abbildungen direkt in die
Ebene und zum anderen Abbildungen, die anschaulich scheinbar die Hilfsflichen Zylinder
oder Kegel zum Bildraum haben. Diese werden anschliefend verzerrungfrei abgewickelt.
Dementsprechend wird zwischen azimutalen Abbildungen , Zylinderabbildungen und Kege-
labbildungen unterschieden. Fiir diese Abbildungsklassen ergeben sich folgende charakte-
ristischen formelméfigen Zusammenhinge zwischen den azimutalen Koordinaten auf der
Kugel und einem geeigneten Koordinatensystem in der Bildebene bzw. folgende charakte-
ristische Bilder der abgebildeten Koordinatennetze:

Koordinatensystem Transformation Bild des Netzes
im Bildraum
Azimutale Abbildung Polarkoordinaten r=r(d) Kreise a = const als Schar kon-
zentrischer Kreise abgebildet
(r.e) e = e(a)
Zylinderabbildung Kartesische Koordinaten z = z(d) Netzlinien bilden zwei orthogo-
nale Scharen von Geraden
(z,y) y =y(a)
Kegelabbildung Polarkoordinaten r=r(d) Netzlinien bilden ebenes Polar-
koordinatensystem
(r,e) e =e(a) iiberdecken die Fléche eines kon-
zentrischen Kreissektors

Man entnimmt der Form der Abbildungsgleichungen, daf das orthogonale Koordinatennetz
des azimutalen Systems in ein orthogonales Netz in der Bildebene abgebildet wird.

Folgende Tabelle zeigt einige karthographische Entwiirfe hinsichtlich ihrer Gestalt und
Eigenschaften:

| Typ | abweitungstreu | flichentreu | winkeltreu |

Azimutale Mittabstandstreuer azimu- | Lambert: Flachentreuer | Stereographische Projekti-
Abbildung taler Entwurf azimutaler Entwurf on
Kegel- de D’Isle Albers: Flachentreuer | Weltluftkarte
abbildung Kegelentwurf,

Lambert: Flachentreuer

Kegelentwurf,

Lambert: Flachentreuer

Kegelstumpfentwurf
Zylinder- Quadratische Plattkarte, Lambert: Zylinderentwurf, | GauB-Kriiger-Entwurf,
abbildung Rechteckige Plattkarte, Entwurf mit 2 lingentreu- | Mercatorabbildung

Cassini-Soldner- Entwurf en Parallelkreisen

Das Verhiltnis des zur Projektion gehorigen azimutalen Koordinatensystems (r,d) zum
geographischen Koordinatensystem liefert zusammen mit der geographischen Léinge [ und
der geographischen Breite b ein weiteres Klassifikationsmerkmal. Gegeniiber dem allge-
meinen Fall, der hier als schiefachsig bezeichnet wird, werden zwei Lagen ausgezeichnet,
normal und transversal. Zur Beschreibung wird der Begriff des Hauptpunktes der Abbil-
dung bendétigt:
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Definition 3.6 (Hauptpunkt)
Der Hauptpunkt einer Abbildung der Kugel ist ein ausgezeichneter Punkt dieser Abbildung.

1. Der Hauptpunkt einer azimutalen Abbildung ist der Berihrungspunkt von Kugel und
Bildebene.

2. Der Hauptpunkt einer Kegelabbildung ist derjenige Schnittpunkt von Kegelachse und
Kugel, der der Kegelspitze am ndchsten ist.

3. Der Hauptpunkt einer Zylinderabbildung ist einer der Schnittpunkte der Zylinderachse
mit der Kugel. Er kann aus den beiden Schnittpunkten ausgewdhlt werden.

Definition 3.7 Eine Abbildung ist in ...

. normaler Lage , wenn der Hauptpunkt ein Pol des geographischen Koordinatensy-
stems ist.

. transversaler (querachsiger) Lage, wenn ein Punkt auf dem Aquator Hauptpunkt
18t.
. schiefachsiger (obliquer) Lage , wenn der Hauptpunkt allgemeine Lage besitzt,

also micht im Pol oder auf dem Aquator ist.

Im allgemeinen kann jede Projektion in jeder Lage des Hauptpunktes ausgefiihrt werden.
Einige Abbildungen werden jedoch bevorzugt mit einer Lage kombiniert und haben dort
ggf. auch spezielle Namen:

Normale Abbildung | Transversale Abbildung | Schiefachsige Abbildung |

Azimutale Stereographische Projek- | Mittabstandstreuer azimu- Mittabstandstreuer azimu-
Abbildung tion taler Entwurf taler Entwurf

Kegel- alle Kegelabbildungen keine praktische Bedeu- keine praktische Bedeu-
abbildung tung tung

Zylinder- Mercatorabbildung Gaufsche Abbildung,

abbildung Gauf-Kriiger-Entwurf

Es ist anschaulich klar, dafs sich die Kugelfliche in der Umgebung jener Bereiche mit
geringen Verzerrungen auf die Bildflache transformieren 1dft. Dies ist genau dort der Fall,
wo die Bildfliche die Kugel/ das Ellipsoid beriihrt bzw. schneidet. Damit bieten sich zur
Darstellung kreisformiger Gebiete azimutale Abbildungen an, wihrend fiir streifenférmige
Gebiete langs eines Grofkreies bzw. Kleinkreises die Zylinder- bzw. Kegelabbildungen die
optimale Wahl darstellen.

Unechte Abbildungen: Zwischen dem azimutalen Koordinatensystem auf der Kugel
(d,a) und seinem Bild (r,e) besteht der allgemeine Zusammenhang

r=r(d,a) e=ce(d,a) .

In der Praxis werden sie meist in normaler Lage verwendet, d.h. die Linien d = const
entsprechen den geographischen Breitenkreisen b = const und a = const den Meridianen
| = const. Die Bilder der Breitenkreise sind meist nichtkonzentrische Kreise (mit dem
Grenzfall Gerade®), die der Meridiane sind gekriimmte Linien. Hiufig lassen sich Symme-
triebeziehungen feststellen.

Die unechten Abbildungen werden vielfach nicht durch eine Projektion erzeugt, deshalb
wird in solchen Fillen zur klaren Begriffsbildung das Wort Entwurf benutzt. Ebenso ist

deshalb hier eine Klassifikation nach Zylinder- und Kegelentwiirfen nicht immer passend.

In neuerer Zeit wurde eine grofe Zahl vermittelnder Entwiirfe bekannt. Bei vielen dieser
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Entwiirfe steht die Forderung nach Flichentreue im Vordergrund. Bei ihnen wurde die
strenge Forderung der Flachentreue zu Gunsten einer verbesserten Winkeltreue und damit
Ahnlichkeit im Kleinen aufgegeben. Nahezu alle diese Entwiirfe wurden geschaffen, um
eine spezielle Aufgabenstellung zu erfiillen, nur wenige erreichten allgemeine Bedeutung.
Typisch fiir diese vermittelden Entwiirfe ist die zweifache Symmetrie mit dem Aquator
und einem Hauptmeridian als Symmetrieachsen. Die Pole werden auf Pollinien abgelbildet.
Trotz der damit erzeugten starken Verzerrung der Polargebiete hinterlassen diese Entwiirfe
beim Betrachter einen ,brauchbaren Eindruck“. Folgende Tabelle zeigt einige Beispiele:

‘ Name ‘ Typ | flichentreu ? |
Stab-Werner-Entwurf Kegelentwurf ja
Bonnesche Projektion Kegelentwurf ja

Preufische Polyederprojektion Kegelentwurf
Entwurf von Apianus Zylinderentwurf
Entwiirfe von Eckert (1-6) Zylinderentwurf nur 2, 4, 6

Mercator-Sanson-Entwurf Zylinderentwurf ja

Entwurf von Mollweide Zylinderentwurf ja

Hammer’s flichentreue Planisphére ja
Winkel’scher Entwurf
Entwurf von Nicolosi

3.3 Darstellung der Héhe

Bei der Kartenprojektion eines Punktes geht die Hohe des Punktes nicht in die Abbildung
ein. Soll die Hohe als dritte Koordinate aus der Darstellung entnommen werden, ist dies nur
moglich, wenn diese Gréfe zusétzlich mit angegeben wird. Die Kartenprojektion ist mit der
Eintafelprojektion der darstellenden Geometrie vergleichbar. Aus dieser mathematischen
Disziplin lassen sich zwei Verfahren ableiten:

kotierte Projektion

Héhenlinien.
Da beide Verfahren hinsichtlich der Anschaulichkeit Defizite aufweisen, wurden speziell
fiir topographische Karten Verfahren zur Schummerung entwickelt. Darunter versteht die
schraffierte Darstellung des Geldndes.

3.3.1 Kotierte Projektion

Zusétzlich zur Projektion wird bei den natiirlichen Ojekten der Karte die Hohe zahlenméfig
mit angegeben. Damit sind zwar exakte Werte verfiigbar, aber ihre Verteilung / Dichte
héngt von der Verteilung/ Dichte der Objekte ab. Verfahren ist nicht anschaulich, beim
Betrachter wird Erfahrung vorausgesetzt.

3.3.2 Hodhenlinien - Isohypsen

Mathematisch: Schnittlinien des Geldndes mit Niveauflichen {iber dem Bezugsellipsoid.
Probleme entstehen bei der Findung der korrekten Linien, da die Hohen i.a. nur iiber
diskreten Punkten gemessen wurden, die méoglicherweise / iiblicherweise nicht auf einem
dquidistanten Gitter angeordnet sind. Da Hohenlinien kein Objekt der realen Natur sind,
modellieren sie auch keine realen Objekte, sondern kénnen im Gegenteil Realitéten in der
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Natur verschleiern. Ein Beispiel sind horizontale Geldndekanten, die nicht auf einer Héhen-
linie liegen. Einzelne Hohenlinien machen vielfach erst als Schar zu verschiedenen, meist
duidistanten Niveauflichen Sinn, da dann die Liniendichte ein Maf fiir die Geldndenei-
gung ist. In GIS Anwendung als Hohengrenze (einzelne Hohenlinie). In topographischen
Karten selten als alleiniges Merkmal zur Reliefdarstellung verwendet (z.B. spanische Kar-
ten) Zur Verbesserung des Eindrucks vom Geldnde kénnen Hohenlinien mit farbigen Aus-
fiillen der einzelnen Hohenbereiche ergénzt werden (Hohenschichtenkarte, z.B. griechische
Strafenkarten des Road-Verlags). Fiir dieses Verfahren wurden in der Kartographie me-
herere Farbverteilungen bekannt: Hauslab Hohenplastik, Sydow Regionalfarben, Peucker
Farbenplastik, ...

3.3.3 Schummerung

meist in Verbindung mit Hohenlinien beeintréichtigt nicht die Lesbarkeit der anderen
Elemente, in GIS derzeit wenig verbreitet. Handschummerung: Béschungsschummerung,
Schattenschummerung, Kombinierte Verfahren. Ergebnis abhingig vom handwerklichen
Konnen und dem Versténdnis des Ausfiihrenden fiir das Geldnde Photomechanische Sch.:
Photographie eines handwerklich erstellten Geldndemodells, Reliefphotographie, neuer-
dings auch computerberechnete Schummerung, auch in Kombination mit Anaglyphentech-
nik.

Moderne Darstellungsformen insbesondere topographischer Karten kombinieren i.A. Schum-
merung mit Héhenlinien und Farben.

3.4 Testfragen

Was ist ein Kartennetzentwurf?

Erkldren Sie die Begriffe winkelteru, flichentreu, langentreu

Was sind Azimutale, Zylinder- und Kegelprojektionen ?
e Warum sprechen wir von Entwiirfen ?

Klassifikation mit der Indikatrix von Tissot.
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