
D. Sosna: Geoinformationssysteme I. SS08, ( Kap. 6) 706 Geometris
he Bere
hnungen in einem GISIn der Vorlesung GIS kann hier nur ein Eindru
k von den Problemen und den Lösungs-verfahren gegeben werden. Obwohl des Skript in seiner Darstellung über die Vorlesunghinausgeht, kann es die Probleme nur anreiÿen.416.1 ComputergeometrieIn der Computergeometrie werden Methoden und Ergebnisse vers
hiedener Teilgebieteder Geometrie, wie der konstruktiven, der analytis
hen, der Di�erentialgeometrie, aberau
h der Topologie u.a. unter Einbeziehung der Informatik algorithmis
h bes
hrieben, aufdie Bearbeitung geometris
her Aspekte natur- und ingenieurwissens
haftli
her Aufgabenausgeri
htet und für die Anwender bereitgestellt.Aufgabenkomplexe der Computergeometrie:
• Entwi
klung von mathematis
h formulierbaren Geometriemodellen und Abbildungrealer Objekte in geometris
h abstrakte Objekte und deren Bes
hreibung in Formeiner Menge von Parametern, Relationen und Operationen, so dass sowohl metris
heals au
h topologis
he Eigens
haften eindeutig bes
hrieben werden.
• Entwi
klung von Entwurfsverfahren für spezielle Kurven, Flä
hen und Körper, dieals Basis für Hard- und Softwarelösungen ingenieurwissens
haftli
her und te
hnis
herAufgabenstellungen dienen.
• Untersu
hungen zu theoretis
hen Grundlagen und zur Entwi
klung von re
hente
h-nis
h e�zienten Algorithmen und Methoden für die 
omputergere
hte Umsetzungvon Geometriemodellen und Verfahren.Die deuts
he Namensgebung Computergeometrie für diese mathematis
he Disziplin ist alsoni
ht tre�end, die Übersetzung des englis
hen 
omputational geometry (= re
hneris
heGeometrie) ist tre�end, aber völlig unübli
h.In Rahmen ingenieurte
hnis
her Aufgaben (CAD) spielen neben einem oder mehrerenGeometriemodellen mit den oben genannten Aufgaben au
h Aussagen beispielsweise überWerksto�e, Te
hnologien, Gütemerkmale usw. eine Rolle. Im Berei
h der Geoinformati-onssysteme liefert die Computergeometrie die Algorithmen, die für die Bearbeitung allergeometris
hen Fragestellungen benötigt werden, sei es die Dur
hführung von Konstruktio-nen neuer Objekte als au
h die Ausführung geometriebezogener Datenbankanfragen bzw.Auswertungen. In diesem Sinn sind die Geoinformationssysteme ein Anwendungsgebiet derComputergeometrie 42.

41Dieses Kapitel wurde bearbeitet von Mar
o Apitz42Weitere sind die Computergra�k, deren Aufgabe u.a. die Generierung von Bildern aus der re
hnerin-ternen Darstellung der modellierten Objekte ist, die bestimmten Konventionen genügen (z.B. te
hnis
heZei
hnungen) bzw. realistis
h im Sinne des Fotorealismus wirken oder Systeme zum re
hnerunterstützenKonstruieren oder zur numeris
hen Steuerung von Mas
hinen zur spanabhebenden Verformung.preliminary version: 7. April 2008



D. Sosna: Geoinformationssysteme I. SS08, ( Kap. 6) 716.2 Geometriemodelle6.2.1 Der Modellbegri�Mit dem Begri� Modell wird folgender Sa
hverhalt verbunden: Anstelle eines Objekts derRealität oder einer Abstraktion davon wird ein anderes Objekt analysiert (im weitestenSinn des Wortes) und aus den Resultaten der Analyse auf das Verhalten des Ausgangsob-jekts ges
hlossen.Ein Modell in der Computergeometrie dient zur Bes
hreibung geometris
her Objekte undOperationen. Für vers
hiedene Zwe
ke werden unters
hiedli
he geometris
he Elemente(z.B. Bes
hreibung der Ober�ä
hengestalt, Aussagen über Normalen, Tangenten, Inzidenz-beziehungen) benötigt, so dass si
h unters
hiedli
he Modelle ergeben. Ein Geometriemodellbesteht na
h Requi
ha 43 aus drei Komponenten:
• einer Menge K von Objekten im realen Raum, die gewissen realen Bearbeitungenunterworfen werden
• einer Gesamtheit M von Punktmengen im euklidis
hen Raum Rn, n =2,3
• einer Menge R von Repräsentationen (Zei
henketten) und Algorithmen zu deren Ver-arbeitung in einem Re
hnerZwis
hen den Komponenten existieren zwei Abbildungen m und r:m: K 7→ M ; r: M 7→ R.m heiÿt Modells
hema, r Repräsentationss
hema.Auf den Mengen der Objekte ist jeweils eine Gesamtheit O von Operationen erklärt.Auf K: OK, dies sind beispielsweise te
hnis
he Bearbeitungsverfahren wie das Teilen einesGrundstü
ks oder das Aufs
hütten eines Dammes als Dei
h entlang eines FlussesAuf M: OM, von den Mengenoperationen abgeleitete Operationen sowie mathematis
heKonstruktionen und Bere
hnungenAuf R: OR, Vors
hriften zur Arbeit mit den Repräsentationen, die im Beispiel der Grund-stü
ksteilung aus einem Objekt vom Typ �Grundstü
k� zwei Objekte erzeugen, die eineGrenzlinie gemeinsam haben.M, R, OM , OR und r bilden den Gegenstand der Computergeometrie.Sind (M, OM) und R festgelegt, dann bestimmt r wel
he Objekte R und wel
he AlgorithmenOR enthalten muss, damit folgende Bedingungen erfüllt werden:
• im Modell kann eine für den Anwendungsfall ausrei
hende Klasse von geometris
henObjekten bes
hrieben werden,
• im Modell werden die Operationen (Verknüpfung) mit und Transformation von Ob-jekten so de�niert, dass sie ni
ht aus der Klasse herausführen (Konsistenz ),
• die Repräsentation der Objekte und Operationen erfolgt dur
h Daten und Algorith-men in einer Form, die dur
h endli
he Zei
henketten über einem endli
hen Alphabetbes
hrieben werden kann (als Voraussetzung für eine re
hente
hnis
he Realisierung)(algorithmis
he Brau
hbarkeit eines Modells).Diese zweistu�ge Modellierungsprozess ist typis
h für viele Berei
he der Informatik. DieAbbildung der Welt erfolgt in einem ersten S
hritt in ein Modell, das einer anderen Wissen-s
haft (hier der Mathematik) entlehnt wird. Dieses Modell wird dann im zweiten S
hrittauf eine re
hnerinterne Darstellung abgebildet, d.h. in letzter Konsequenz auf Bitfolgen43Literatur: LNCS89 preliminary version: 7. April 2008



D. Sosna: Geoinformationssysteme I. SS08, ( Kap. 6) 72und Algorithmen zur Umformung dieser Bitfolgen.Von Interesse sind dabei eineindeutige Abbildungen, d.h. Isomorphismen. Die Modelleselbst sind im mathematis
hen Sinn eine Algebra (De�nition des Begri�es Algebra 7→ Vor-lesung Mathematik).Eine Hauptanforderung hinsi
htli
h der Implementation eines Modells auf einem Re
hnerist die algorithmis
he Brau
hbarkeit des Modells: Die Operationen werden dur
h Algorith-men bes
hrieben. Es ist o�ensi
htli
h, dass beispielsweise die Aufzählung aller Punkte einerStre
ke ni
ht mögli
h ist, wohl aber die Angabe der Endpunkte und von Vors
hriften, dienötigenfalls die Bere
hnung weiterer Punkte erlauben bzw. zu ents
heiden gestatten, obein gegebener Punkt zur Stre
ke gehört.In vielen Modellen erfolgt die Darstellung eines Punktes mit seinem Ortsvektor, also alsZahlentripel. Die Darstellung eines Objekts beruht auf Listen und anderen Datenstruktu-ren, in denen das Objekt 
harakterisierende Punkte eingetragen werden, sowie auf Aus-drü
ken und Bere
hnungsvors
hriften.Teilgebiete der Computergeometrie bes
häftigen si
h mit daraus resultierenden Fragen:Wel
he Datenstrukturen sind den Aufgaben angepasst, so daÿ beispielsweise der Zugri� aufdie Daten zeitoptimal erfolgt oder wel
he Algorithmen sind die bestmögli
hen, wo liegentheoretis
he Grenzen u.a.m.6.2.2 ModelltypenEin Kriterium zur Einteilung der Modelle bilden die für sie 
harakteristis
hen geometri-s
hen Elementarobjekte.Linienorientierte Modelle: Hier werden Objekte ledigli
h dur
h Punkte und Linien(ähnli
h einem Drahtgitter) repräsentiert. Dies können bei zweidimensionalen ObjektenUmrisslinien, bei dreidimensionalen Objekten z.B. Kanten oder S
haren von Parameterli-nien sein. Systeme mit sol
hen Modellen existieren in zwei- oder dreidimensionaler Ausfüh-rung. Sie weisen eine einfa
he Struktur auf, haben aber insbesondere bei dreidimensionalenAnwendungen gravierende Na
hteile, was sie für komplexe Aufgaben auss
hlieÿt: die Dar-stellung ist ni
ht eindeutig, gra�s
he Darstellungen sind oft unübersi
htli
h, weil nur dieLinien dargestellt werden. Ohne Informationen über Flä
hen können Verde
kungen ni
htbea
htet werden. Weiterhin ist eine Prüfung auf Konsistenz ni
ht mögli
h. Anwendungfanden Linienmodelle bisher vornehmli
h bei Systemen zur Erstellung te
hnis
her Zei
h-nungen, aber au
h hier werden sie wegen ihrer Na
hteile abgelöst.In der Literatur44 werden Beispiele gegeben, die S
hwa
hstellen der Linienmodelle im drei-dimensionalen Raum demonstrieren.
44siehe z.B. 'Le
ture Notes in Computers
ien
e 89', Springer-Verlag Berlin, 1989preliminary version: 7. April 2008



D. Sosna: Geoinformationssysteme I. SS08, ( Kap. 6) 73Beispiel: Darstellung eines Quaders mit den Kantenlängen 6 × 4 × 2 Einheiten3, a
hsen-parallel im Ursprung liegend mittels Punkte- und Kantenliste

Abbildung 27: Quader im DrahtmodellPunkteliste:
P1=(0,0,0) P2=(6,0,0) P3=(6,4,0) P4=(0,4,0)
P5=(0,0,2) P6=(6,0,2) P7=(6,4,2) P8=(0,4,2)Kantenliste:K1= P1P2, K2= P2P3, K3= P3P4, K4= P4P1, K5= P1P5,K6= P2P6, K7= P3P7, K8= P4P8, K9= P5P6, K10= P6P7,K11= P7P8, K12= P8P5Anstelle der Kantenliste ist au
h die Angabe einer Adjazenzmatrix ( Verbindungsmatrix )mögli
h:
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In diese quadratis
he Matrix mit so vielen Reihen, wie Punkte vorhanden sind, wird alsMatrixelement eine Eins eingetragen, wenn die dur
h Zeilen- und Spaltennummer bes
hrie-benen, voneinander vers
hiedenen Punkte dur
h eine Kante verbunden sind, andernfallseine Null. Aus Symmetriegründen müssen nur die Elemente oberhalb der Hauptdiagonalenangegeben sein.In GIS �ndet diese Adjazenzmatriz, die Graphen bes
hreibt, als Grundstruktur für Netz-informationssysteme Verwendung. Das Matrixelement an der Position (i, j) trägt dort alleInformationen über die Verbindung zwis
hen Netzknoten i und Netzknoten j.
preliminary version: 7. April 2008



D. Sosna: Geoinformationssysteme I. SS08, ( Kap. 6) 74Flä
henorientierte Modelle: Flä
hen bilden jetzt die Grundelemente bei der Bes
hrei-bung der Objekte. Dadur
h sind Flä
hen im Raum, au
h Ober�ä
hen von Körpern, be-s
hreibbar. Die folgende Abbildung zeigt die den Quader begrenzenden Flä
henstü
ke,deren Vereinigung die Körperober�ä
he bildet.

Abbildung 28: Den Quader begrenzende Flä
henstü
keBeispiel: Darstellung des obigen Quaders mit Flä
henliste (Punkte- und Kantenliste habensi
h gegenüber dem vorigen Beispiel ni
ht verändert).Flä
henliste:F1 = (P1, P2, P3, P4) F2 = (P1, P2, P6, P5) F3 = (P5, P6, P7, P8)F4 = (P2, P3, P7, P6) F5 = (P4, P3, P7, P8) F6 = (P1, P4, P8, P5)Körperorientierte Modelle: Volumenmodelle bes
hreiben die Objekte in ihrer Gesamt-heit. Sie müssen sowohl das Innere als au
h den Rand der Objekte bestimmen. Eine Grund-lage dieser Modelle bilden so genannteGrundkörper oder Primitive. Diese Grundkörper stellen die Elementarbausteine dar, ausdenen der Nutzer dur
h die im Modell zur Verfügung stehenden Operationen seinen Körperkonstruiert. Dazu werden die Körper als Punktmengen in einem dreidimensionalen eukli-dis
hen Raum aufgefasst, weshalb die Operationen mit den Bewegungen und den Men-genoperationen in Zusammenhang stehen. Die Operationen verändern sowohl die topologi-s
hen als au
h die metris
hen Eigens
haften. Dur
h geeignete De�nition der Operationen(regularisierte/modi�zierte Mengenoperationen, 
losed-int-Algebra s.S.78) wird gewährlei-stet, dass die Bearbeitung oder Verknüpfung konsistenter Körper zu einem konsistentenErgebniskörper führt. preliminary version: 7. April 2008



D. Sosna: Geoinformationssysteme I. SS08, ( Kap. 6) 75Beispiel: Bes
hreibung des obigen Quaders in einem konstruktiven Körpermodell. Die Be-s
hreibung geht von den Ebenen aus, in die die Seiten�ä
hen eingebettet sind. Diese teilenden R3 jeweils in zwei Halbräume, von denen einer dadur
h ausgezei
hnet wird, dass derQuader in seinem Abs
hluss liegt:HR1 : x ≥ 0 HR2 : −x + 6 ≥ 0HR3 : y ≥ 0 HR4 : −y + 4 ≥ 0HR5 : z ≥ 0 HR6 : −z + 2 ≥ 0Die Halbräume bilden die Grundkörper. Der Quader ergibt si
h nun als mengentheoreti-s
her Dur
hs
hnitt dieser 6 Halbräume: Q= ⋂6
i=1 HRi (Polyederalgebra s.S.79)Die Vors
hrift zur Konstruktion eines Körpers lässt si
h au
h dur
h einen CSG-Baum45bes
hreiben, bei dem die Blätter dur
h Primitive mit Bewegungstransformationen und dieKnoten dur
h Operationen belegt sind. Die Bewegungstransformationen Ti bringen dieGrundkörper an ihren Platz im Gesamtobjekt.

Abbildung 29: Körperorientierte Darstellung: Winkel mit Lo
h und CSG-BaumBei den Randmodellen werden die Objekte dur
h ihren Rand 
harakterisiert: Volumen-elemente dur
h begrenzende Flä
henstü
ke, Flä
henelemente dur
h begrenzende Kurven-stü
ke und diese dur
h begrenzende Punkte. Dies ergibt insgesamt eine mehrstu�ge Struk-tur. Dur
h zusätzli
he Informationen (z.B Festlegung einer Orientierung auf dem Randoder einer äuÿeren Normalen) sind Inneres und Äuÿeres vieler Objekte bei Randdarstel-lung bestimmt (Vgl. Vorlesung Prof. E.Rahm: 'DBS II', siehe 'Bes
hränkungen des Rela-tionenmodells') .45
sg: Abk. a.d.engl. für 
onstruktive solid geometry = konstruktive Geometrie der Körperpreliminary version: 7. April 2008



D. Sosna: Geoinformationssysteme I. SS08, ( Kap. 6) 76Sweeping - Modelle: Vorgegeben werden Generator und Direktor. DerGenerator bestehtaus einer Kontur oder einer Flä
he F im Raum, auf der ein Punkt Q �xiert ist. In Q werdendie orthogonalen Stellungsvektoren ~r, ~s und ~t angetragen. Der Direktor ist eine Bahnkurve
C, wobei in jedem Kurvenpunkt die ebenfalls orthogonalen Ri
htungsvektoren ~u, ~v und
~w gegeben sind. Das gesu
hte Objekt ist die Gesamtheit aller Punkte im Raum, die dieKontur oder Flä
he überstrei
ht, wenn die Bewegung entlang der Bahnkurve so ausgeführtwird, dass P auf der Kurve unter Bea
htung von ~r‖~u, ~s‖~v und ~t‖~w geführt wird. DieErgebnisse werden S
hiebe- oder (a. d. Engl.) sweeping - Flä
hen oder Körper genannt.

Abbildung 30: Flä
hendarstellung dur
h SweepingDur
h sweeping-Modelle können einige GIS-typis
he Fragestellungen sehr gut bes
hriebenwerden, z.B.: Wel
he Grundstü
ke einer Gemarkung liegen weniger als 100m von der Mit-tellinie einer geplanten Autobahntrasse entfernt?Modelle mit Flä
hen- oder Raumteilung: Hier stellt man die Aufgabe, ein �ä
hen-haftes Objekt in einer Ebene zu bes
hreiben. Es wird ein (a
hsenparalleles) Re
hte
k Ein der Ebene dem Objekt umbes
hrieben. E wird einer Zerlegung (→ Wahrs
heinli
hkeits-re
hnung) in Teilmengen Ai, i =1,. . .,N unterzogen. Eine Teilmenge, die das Objekt ni
hts
hneidet, heiÿt �weiÿ� (ni
ht belegt) und wird ni
ht weiter bea
htet. Ein Teil, der ganzim Objekt liegt, heiÿt �s
hwarz� (belegt) und wird gemerkt. Alle anderen Teile sind �grau�(unents
heidbar), sie werden weiter unterteilt, mit den so erhaltenen Teilen wird wie ebenbes
hrieben verfahren. Bei fortgesetzter Unterteilung werden die Teilgebiete immer kleiner,so dass sie s
hlieÿli
h eine vorgegebene Grenze unters
hreiten, dann bri
ht das Verfahrenab. Das Objekt wird dur
h die Gesamtheit der gemerkten Teilgebiete modelliert. Dadur
hwird die Gestalt des Objekts in einer baumartigen Struktur gespei
hert. In praktis
henAnwendungen entsteht die Zerlegung von E dur
h Halbieren der Seiten und Verbindengegenüberliegender Teilpunkte, so dass an jedem Knoten maximal 4 Zweige fortsetzen(Quadtree-Verfahren). Im Raum lasst si
h das Verfahren auf einen umhüllenden Quaderanwenden, wegen der jeweils entstehenden a
ht Teilkörper heiÿt es hier O
tree-Verfahren.
preliminary version: 7. April 2008



D. Sosna: Geoinformationssysteme I. SS08, ( Kap. 6) 77

Abbildung 31: O
tree - Darstellung (Lage der Teilquader / Darstellung eines Körpers)Sol
he Baumstrukturen werden heute kaum in dieser einfa
hen Form zur Geometriebes
hrei-bung verwendet, sie bilden jedo
h die Grundlage zu bu
ketorientierten Spei
herstrukturenfür Geometriedaten (Vgl. Vorlesung D.Sosna: 'GIS II')In der Praxis werden meist Aspekte vers
hiedene Modelltypen entspre
hend der Aufga-benstellung benutzt, zumal die Informationen unter geeigneten Voraussetzungen an dieObjekte aus einer Repräsentation in eine andere überführt werden können.6.2.3 Mengensysteme und Booles
he AlgebrenIn der realen Welt haben viele geometrieverändernde Verfahren die Eigens
haft, dass ihreAnwendung auf einen Körper wieder einen Körper liefert (z.B. bei der spanabhebendenWerksto�verformung). Dies legt es nahe, Modelle der Computergeometrie im Berei
h derAlgebren geometris
her Objekte zu su
hen.Booles
he Algebren von PunktmengenSatz: Die Potenzmenge P(Rn) des Raumes Rn der reellen Koordinaten-n-Tupel (n ≥ 1)wird mit den Mengenoperationen Vereinigung ∪, Dur
hs
hnitt ∩ und Komplement 
pl zueiner Bools
her Algebra. Ihr Minimum ist die leere Menge ∅, ihr Maximum Rn.Diese Algebra ist zu umfangrei
h, sie enthält Mengen, die für praktis
he Anwendungenni
ht relevant sind.

preliminary version: 7. April 2008



D. Sosna: Geoinformationssysteme I. SS08, ( Kap. 6) 78Beispiel: Sei
z0(x, y) =

{

1 : x rational
0 : x irrational.Die Punktmenge

Q = {(x, y, z) : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1,−1 ≤ z ≤ z0}gehört zu P(R3), eine Zei
hnung kann ni
ht gegeben werden.Die Algebra regularisierter Punktmengen: Um Modelle zu �nden, bei denen wie inder realen Welt der Rand das Aussehen des Körpers bestimmt, sind Eins
hränkungen vonP(Rn) nötig, obiges Beispiel motiviert dies.Definition: X ⊂ Rn heiÿt regulär abges
hlossen, falls X = cl intX.46

Abbildung 32: Regulär abges
hlossene Menge (Links)und ni
ht reg. abges
hlossene Mengen (Mitte und Re
hts)
M

(n)
a bezei
hne die Gesamtheit der regulär abges
hlossenen Mengen des Rn.Jede regulär abges
hlossene Menge M ist eine Menge mit nirgendsdi
htem Rand B, d.h.für B=frM ist intB =∅.Definition: der regularisierten Mengenoperationen.

R(n) bezei
hne die Menge aller Teilmengen des Rn mit nirgends di
htem Rand. Dannwerden folgende Abbildungen über regularisierten Mengen de�niert:regularisierter Dur
hs
hnitt ∩a : M
(n)
a × M

(n)
a 7→ R(n) : A ∩a B := cl int(A ∩a B)regularisierte Vereinigung ∪a : M

(n)
a × M

(n)
a 7→ R(n) : A ∪a B := cl int(A ∪a B)regularisiertes Komplement ∗a : M

(n)
a 7→ R(n) : cplaA := cl int cpl Amit ∅a := ∅,Ea := RnSatz: Die regulär abges
hlossenen Mengen, versehen mit den regularisierten Mengenope-rationen, bilden eine Booles
he Algebra.Für alle regulär abges
hlossenen Mengen gilt A ∪a B := A ∪ B. Abbildung 6.7.5 - 2 zeigt,dass si
h die regularisierten Operationen i.A. von denen der klassis
hen Mengenlehre un-ters
heiden.46Exakte De�nition siehe Vorlesung Analysis, Topologis
he Räume

intX: Menge der inneren Punkte von X
clX: Abs
hluss von X
frX: Rand von X

preliminary version: 7. April 2008



D. Sosna: Geoinformationssysteme I. SS08, ( Kap. 6) 79

Abbildung 33: A \ B = A ∩ cpl(B) links und A ∩a cpla B re
htsPolyederalgebren: Dies sind Unteralgebren der Punktmengenalgebren, deren ElementePolyeder sind.Definition: Sei F die Menge aller Funktionen f: Rn 7→ R1, wobei f ein n-stelliges Polynomhö
hstens 1. Grades ist,dann heiÿt H= {x ∈ Rn : f(x) ≥ 0, f ∈ F} ein abges
hlossener Halbraum.Definition: Jede Punktmenge im Rn, die si
h aus einer endli
hen Anzahl von abges
hlos-senen Halbräumen dieses Raumes dur
h endli
hhäu�ge Anwendung von Vereinigungs-,Dur
hss
hnitts- und Komplementbildung darstellen lässt, ist ein Polyeder.Diese De�nition ist konstruktiv. Bemerkung: In der Vorlesung werden wir über Modelle inder Ebene spre
hen. Die Polyeder dieser De�nition sind die Polygone dort (s.S.85).Satz: Der Dur
hs
hnitt und die Vereinigung von endli
h vielen Polyedern, die Komple-mentärmenge eines Polyeders und die Di�erenz zweier Polyeder sind Polyeder.Dies folgt unmittelbar aus der De�nition.Folgli
h ist jeder o�ene Halbraum (als Komplement eines entspre
henden abges
hlossenen)ein Polyeder. Ebenso sind die leere Menge ∅ und der Rn Polyeder.Beispiel: Körpermodell eines Quaders im R3 aus 6 abges
hlossenen Halbräumen (s.S.75)Dieser Polyederbegri� kann verallgemeinert werden, wenn man für F bestimmte Klas-sen von Polynomen höheren Grades zulässt. Von besonderem Interesse sind dabei Bil-dungen im R3, die ni
htkonstante lineare dreistellige Polynome und gewisse dreistelligePolynome 2. Grades zur Grundlage haben. Für diese ergeben si
h als Lösungsmengen
{x : f(x) = 0, f ∈ F} u.a. ni
ht ausgeartete Quadriken. Diese verallgemeinerten Polyederwerden in ingenieurte
hnis
hen Anwendungen zur Bes
hreibung von Ober�ä
hen (Karos-serien, S
hi�srümpfe) zunehmend verwendet. In GIS können sie zur Modellierung von Ge-ländeober�ä
hen dienen.Mit den vorgestellten Typen ist die Gesamtheit der Algebren geometris
her Objekte kei-neswegs ers
höpft. Für eine regulär abges
hlossene Menge X gehört das Paar (X, fr X) zuden Fleis
h-Haut-Figuren, die mit geeigneten Operationen eine Algebra bilden. Ihr Vorteilist, das die Algorithmen sowohl Ergebnisse für die Volumenkomponente als au
h für denRand liefern. Der benötigte Aufwand ist allerdings dementspre
hend groÿ.6.3 Bes
hränkte geometris
he Objekte in der Ebene.Beziehungen zwis
hen sol
hen Objekten sollen mit den Mitteln der analytis
hen und derkonstruktiven Geometrie analytis
h fassbar und damit zusammenhängende Fragen auf derGrundlage der Ergebnisse von Bere
hnungen ents
heidbar gema
ht werden. Damit bildenpreliminary version: 7. April 2008



D. Sosna: Geoinformationssysteme I. SS08, ( Kap. 6) 80die Grundaufgaben dieses und des nä
hsten Abs
hnittes Bausteine in vielen Verfahren.Für die GIS-Darstellungen bes
hränkter Objekte ist eine Ebene mit kartesis
hem Koor-dinatensystem wi
htig, weil mit den Gauÿ-Krüger-Koordinaten ein ebenes, re
htwinkligesKoordinatensystem in sehr intensiver Benutzung ist und somit eine sol
he Ebene mit kar-tesis
hem Koordinatensystem die Basis für die Objektmodellierung bilden kann.Bemerkung: Obwohl im folgenden ebene Probleme bearbeitet werden, wird bei Bedarf jederVektor in der xy-Ebene au
h als Vektor im R3 angesehen, seine Komponente in z-Ri
htungist dann Null. Dies ermögli
ht die Nutzung von Vektor- und Spatprodukt als Mittel derarithmetis
hen Bes
hreibung geometris
her Sa
hverhalte. Als Ebene dient die xy-Ebene imR3, die z-A
hse steht darauf senkre
ht, ~ez = (0, 0, 1)T ist der Einheitsvektor im z-Ri
htungund die z-Komponente eines Vektors ~k ist kz = (~k,~ez)
47.Skalarprodukt, Vektorprodukt, SpatproduktSeien ~x, ~y, ~z drei Vektoren (im R3 mit den Komponenten xi, yi, und zi {i = 1, 2, 3}).

~ei {i = 1, 2, 3} sind die Einheitsvektoren. Das Skalarprodukt wird de�niert dur
h:
(~x, ~y) =

3
∑

i=1

xiyiEs bildet die Vektoren ~x und ~y in die reellen Zahlen ab und existiert für beliebige Dimen-sion n des Raumes (Das Skalarprodukt ist ni
ht auf n = 3 bes
hränkt).Das Vektorprodukt bildet zwei Vektoren ~x, ~y auf einen dritten Vektor ~z ab, es existiert indieser Art nur im dreidimensionalen Raum (Die drei Vektoren ~x, ~y, ~z bilden ein Re
htssy-stem).
~z = ~x × ~y =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x1 x2 x3

y1 y2 y3

~e1 ~e2 ~e3

∣

∣

∣

∣

∣

∣Das Spatprodukt dreier Vektoren ~x, ~y, ~z ordnet ihnen eine Zahl zu. Es kann dur
h Vektor-und Skalarprodukt ausgedrü
kt werden.
spat(~x, ~y, ~z) = (~x, ~y × ~z)6.3.1 Punkt und Stre
keEin Punkt P wird dur
h seinen Ortsvektor ~xP bes
hrieben.48Definition: Eine Stre
ke s ist die geradlinige Verbindung ihrer Endpunkte P1,P2, diedur
h die Ortsvektoren ~x1, ~x2 
harakterisiert werden. Sie hat die Parameterdarstellung

~x = ~x1 + t(~x2-~x1) mit 0 ≤ t ≤ 1, ihr wird die Orientierung in Ri
htung steigender Para-meterwerte t zugeordnet.47( , ) bezei
hnet das Skalarprodukt der beiden Vektoren48Bemerkung: Das Folgende bes
hränkt si
h auf die sogenannte Linien- und Kreisgeometrie, andereObjekte, die analytis
h dur
h Ausdrü
ke höherer Ordnung bes
hrieben werden, werden ni
ht betra
htet.
preliminary version: 7. April 2008
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Abbildung 34: Die Stre
ke s auf der Trägergeraden gwird dur
h die Endpunkte P1,P2 festgelegt.Inzidenz von Punkt und Stre
ke.Grundaufgabe 1: Gegeben seien eine Stre
ke s dur
h ~x1, ~x2 und der Punkt P dur
h ~xP .Was kann über die Lage von P bezügli
h s ausgesagt werden?Lösung: Falls kz = ((~xP -~x1) × (~x2-~x1))z > 0, liegt P re
hts der die orientierte Stre
keenthaltenden Trägergeraden g, bei kz < 0 links von ihr, bei kz = 0 auf ihr.

Abbildung 35: P links von s, P auf s (oben), P auf g \ s (unten)Bei kz = 0 ist die Frage, ob P ∈ s ist, dur
h das Skalarprodukt d = (~xP -~x1, ~xP -~x2) zuklären: P ∈ s g.d.w. d ≤ 0; bei d > 0 gilt P ∈ g\ s.Die Ri
htung der Normalen ~n zur Ri
htung der Stre
ke s ergibt si
h zu
~n = ~ez× (~x2-~x1) = (-(y2-y1),(x2-x1))T.Wird eine Stre
ke im Verhältnis m : (1 − m), m ∈ R geteilt, erre
hnet si
h der Teilpunkt
T zu ~xT = ~x1 + m(~x2-~x1). Für 0 ≤ m ≤ 1 ist T innerer Teilpunkt, für alle anderen reellenWerte von m äuÿerer Teilpunkt .

preliminary version: 7. April 2008
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Abbildung 36: Normale ~n einer Stre
keS
hnitt zweier Stre
ken.Grundaufgabe 2: Gegeben seien zwei Stre
ken s1, s2 dur
h die Ortsvektoren ~xi und ~yi,
i = 1, 2 mit s1 ≡ ~x = ~x1 + (~x2-~x1)t1 und

s2 ≡ ~y = ~y1 + (~y2-~y1)t2, mit 0 ≤ t1,2 ≤ 1.Haben die Stre
ken gemeinsame Punkte?Lösung: Die Trägergeraden werden zum S
hnitt gebra
ht. Zusätzli
h ist zu ents
heiden,ob die so gefundenen Punkte innerhalb beider Stre
ken liegen.1.Fall: Die Koe�zientendeterminante des Glei
hungssystems für t1, t2, die aus den Ri
h-tungsvektoren ~x2-~x1 und ~y2-~y1 zu ∆ = ((~x2-~x1)×(~y2-~y1))z bere
hnet wird, ist unglei
hNull, d.h. die Stre
ken sind ni
ht parallel. Die Forderung, dass si
h die Stre
ken s
hneiden,kann geometris
h interpretiert werden: die Endpunkte jeder Stre
ke liegen ni
ht auf einerSeite der jeweils anderen Stre
ke, in Formeln:sgn((~y2-~x1)×(~x2-~x1))z 6= sgn((~y1-~x1)×(~x2-~x1))z undsgn((~x2-~y1)×(~y2-~y1))z 6= sgn((~x1-~y1)×(~y2-~y1))z .Der S
hnittpunkt S hat dann die Parameterwerte
ts1

= 1
−∆((~y2 − ~y1) × (~y1 − ~x1))z , ts2

= 1
−∆(~x2 − ~y1) × (~y1 − ~x1))z2. Fall: ∆ = 0, die Stre
ken sind parallel oder haben dieselbe Trägergerade. Um diese Mög-li
hkeiten zu trennen, prüft man, ob ein Endpunkt von s2 auf der Trägergeraden von s1liegt. Nur dann kann es gemeinsame Punkte der Stre
ken geben. Dies ist also notwendigeBedingung für s1∩ s2 6= 0. Hinrei
hend ist, dass mindestens ein Endpunkt von s2 innerhalbvon s1 liegt oder umgekehrt ( → Grundaufgabe 1).

Abbildung 37: S
hnittbedingung geometris
h interpretiertpreliminary version: 7. April 2008



D. Sosna: Geoinformationssysteme I. SS08, ( Kap. 6) 83Abstände.Definition:Der Abstand a zweier Punkte P1, P2 ist die Norm der Di�erenz der zugehörigen Ortsvek-toren: a = ‖~x2 - ~x1‖.Der Abstand eines Punktes P von einer Geraden g bere
hnet si
h aus der orthogonalenProjektion des Di�erenzvektors ~xP - ~x1 auf die Normalenri
htung von g, d.h. a(P, g) = |(~xP- ~x1, ~ng)| , wobei ~ng der zur Länge 1 normierte Normalenvektor (in der Ebene) zu g ist.Es gilt na
h Einsetzen von ~ng:
a(P, g) =

|((~xP − ~x1) × (~x2 − ~x1))z |
‖~x2 − ~x1‖Der Abstand a zweier Stre
ken s1, s2 ist die Länge der kürzesten Verbindungslinie von zweiPunkten A1, A2, von denen A1 auf s1, A2 auf s2 liegt.S
hneiden si
h s1 und s2, ist a = 0. Andernfalls ist stets a > 0.Der Abstand a ergibt si
h als das Minimum, wel
hes gebildet wird aus der kürzesten Län-ge eines Lotes, das von einem Endpunkt einer Stre
ke auf die Trägergeraden der anderenStre
ke gefällt werden kann und dessen Lotfuÿpunkt auf der anderen Stre
ke liegt, unddem kürzesten Abstand zweier Endpunkte auf vers
hiedenen Stre
ken.

Abbildung 38: Abstand eines Punktes P von einer Geraden g

Abbildung 39: Abstand zweier Stre
ken als Minimum der Länge der unterbro
henenStre
ken. Die Stre
ken n1 und n4 gehen ni
ht in die Minimumbildung ein.preliminary version: 7. April 2008



D. Sosna: Geoinformationssysteme I. SS08, ( Kap. 6) 84Die Ents
heidung, ob der Lotfuÿpunkt auf die zweite Stre
ke fällt, lässt si
h tre�en, wennman weiÿ, ob der Ausgangspunkt des Lotes in dem Streifen liegt, der von den Senkre
h-ten in den Endpunkten der jeweils anderen Stre
ke aufgespannt wird. Ein Punkt P liegtinnerhalb oder auf dem Rand des Streifens, der von den Normalen in den Endpunkten P1,
P2 einer Stre
ke aufgespannt wird, falls sgn(~x2-~x1,~xP -~x1) 6= sgn(~x2-~x1,~xP -~x2). Tri�t dasGlei
hheitszei
hen zu, liegt P auÿerhalb des abges
hlossenen Streifens.

Abbildung 40: Streifenbedingung zur Auswahl der Lote bei der Bere
hnung des Abstandszweier Stre
ken6.3.2 PolygonzügeDefinitionen: Die geradlinigen Verbindungen Pi, Pi+1, i = 1, .., n−1 der Punkte P1,P2,...,Pn,wobei drei aufeinanderfolgende Punkte ni
ht auf einer Geraden liegen, bilden einen Poly-gonzug. Die Verbindungsstre
ken heiÿen Seiten.Der Polygonzug heiÿt orientiert, falls auf ihm na
h Pi stets Pi+1 im Sinne der Orientierungder Stre
ken PiPi+1 folgt (Pi+1 Na
hfolger von Pi, ges
hrieben Pi ≺ Pi+1).Ein Polygonzug P1,..,Pn ist ges
hlossen, falls Pn+1 = P1 de�niert ist.Er ist doppelpunktfrei, wenn er si
h selbst ni
ht s
hneidet (auÿer evt. in Pn+1 = P1).Ein ges
hlossener, doppelpunktfreier Polygonzug heiÿt orientiert, wenn er für P1,...,Pn ori-entiert ist und Pn ≺ P1 zutri�t.

Abbildung 41: Polygonzug allgemein (links) und ges
hlossen, orientiert (re
hts)preliminary version: 7. April 2008



D. Sosna: Geoinformationssysteme I. SS08, ( Kap. 6) 85Ein ges
hlossener, orientierter Polygonzug p ist positiv orientiert, falls das Kurvenintegral
1
2

∫

C
(xdy − ydx)) > 0 ausfällt.Wegen der besonderen Gestalt der Kurve (Polygonzug) kann das Integral dur
h eine (end-li
he) Summe bere
hnet werden.6.3.3 PolygoneEin ges
hlossener, doppelpunktfreier Polygonzug teilt die Ebene in zwei disjunkte Teile,der bes
hränkte Teil (siehe dazu Satz von Jordan - Brouwer) ist das vom Polygonzugberandete Polygon49.

49Auf Seite 79 wurde eine erste De�nition des Begri�es Polygon gegeben. Folgli
h bedarf die hier gegebeneDe�nition eines Beweises, daÿ sie der ersten äquivalent ist. In einer Mathematikvorlesung würde dieserBeweis jetzt folgen preliminary version: 7. April 2008



D. Sosna: Geoinformationssysteme I. SS08, ( Kap. 6) 86Konvexe Polygone. Vorgelegt sei ein ges
hlossener Polygonzug p dur
h die Punkte
P1,...,Pn mit P0=Pn, P1=Pn+1. Ein E
kpunkt Pi heiÿt konvex, falls für die anliegendenStre
ken gilt: ((~xi-~xi−1)× (~xi+1-~xi))z > 0 (Ist diese z-Komponente negativ, ist der E
k-punkt ni
htkonvex). Ein ges
hlossener Polygonzug ist konvex, wenn alle E
kpunkte konvexsind.

Abbildung 42: E
kpunkt Pi konvex(hier: alle E
kpunkte konvex, d.h. konvexer PolygonzugInzidenz Punkt und Polygon. An dieser Aufgabenstellung wird die Unters
hiedli
hkeitder Lösungsalgorithmen in Abhängigkeit vom verwendeten Modell deutli
h.Grundaufgabe 3: Gegeben seien ein ges
hlossener Polygonzug p, der ein Flä
henstü
kF ⊂ R2 ums
hlieÿt, dur
h die Punktfolge P1,..,Pn, Pn+1=P1 und ein Punkt Q. Liegt Q inInnern von p, also in F?Lösung: Q liegt im Innern von p, falls die Anzahl der S
hnittpunkte jedes beliebigenStrahls ~x(t) = ~xQ+t~xr, t > 0, der von Q mit dem Ri
htungsvektor ~xr ausgeht, mit demdas Flä
henstü
k begrenzenden Polygonzug ungeradzahlig ist. Ist die Anzahl stets gerade,gehört Q dem Äuÿeren von F an. Zu Punkten auf dem Rand gehören sowohl Strahlen mitgerader als au
h mit ungerader S
hnittpunktzahl.

Abbildung 43: Vielfa
hheit des Strahls
hnittpunkts mit dem Polygonzug
preliminary version: 7. April 2008



D. Sosna: Geoinformationssysteme I. SS08, ( Kap. 6) 87Für dieses einfa
he Kriterium ist die Zählung entarteter S
hnittpunkte zu erklären. Dassind alle die S
hnittpunkte, in denen der Strahl berührt wird, oder Stre
ken, die ganz oderteilweise auf dem Strahl liegen. Liegt ein E
kpunkt Pi des Polygonzuges p auf dem von
Q ausgehenden Strahl ~h mit der Trägergeraden g, so besitzt der S
hnittpunkt von h mitp ungerade Vielfa
hheit, wenn Pi−1 und Pi+1 auf vers
hiedenen Seiten von g liegen, undgerade Vielfa
hheit, wenn sie auf derselben Seite sind. Liegt Pi+1 bzw. Pi−1 auf g, so istdieser E
kpunkt dur
h Pi+2 bzw. Pi−2 zu ersetzen, die na
h De�nition von p dann ni
htauf g liegen. In dieser Formulierung ergibt si
h die Lösung mittels Grundaufgabe 1.

Abbildung 44: Entartete S
hnittpunkteEine andere Methode der Inzidenzbestimmung beruht auf folgender Überlegung: Liege Qim Innern eines positiv orientierten Polygonzuges p. Der Punkt S liege auf p und falle an-fangs mit P1 zusammen. Dur
hläuft S p einmal im Sinne der Orientierung, so überstrei
htder Strahl von Q na
h S den Winkelberei
h von 0 bis 2π, liegt jedo
h Q auÿerhalb p, istdie Winkeländerung 0 � in negativer Ri
htung dur
hlaufene Winkel werden dabei negativgezählt. Der beim Übergang des Punktes S von einem E
kpunkt Pi zum nä
hsten Pi+1überstri
hene Winkel wird aus dem Dreie
k ∆QPiPi+1 (z.B mittels Sinussatz) unter Be-a
htung des Vorzei
hens bere
hnet.

Abbildung 45: α1 + α2 + .. + α5 = 0 → Q auÿerhalb des Polygons,
α1 + α2 + .. + α5 = 2π → Q im Polygon

preliminary version: 7. April 2008



D. Sosna: Geoinformationssysteme I. SS08, ( Kap. 6) 88Grundaufgabe 3 und die vorgestellte Lösung setzen eine randorientierte Darstellung derPolygon�ä
he dur
h Kenntnis des berandenden Polygonzugs voraus. Dieser besteht ausStre
ken, die als eindimensionale Objekte dur
h ihren Rand, nämli
h ihre Endpunkte, be-s
hrieben werden.Andererseits ist ein Polygon ein Polyeder im R2 und kann als Mengenkonstruktion ausabges
hlossenen Halbräumen bes
hrieben werden (Beispiel s.S.75), die dur
h eine Men-genfunktion über den Halbräumen gegeben wird. Ersetzt man formal in dem zugehörigenAusdru
k die Zei
hen ∩ dur
h ∧ (und), ∪ dur
h ∨ (oder), 
pl dur
h ¬ (ni
ht), ∅ dur
hfals
h, Rn dur
h wahr, entsteht die zugeordnete Wahrheitsfunktion. Soll geprüft werden, obein Punkt Q im Polygon liegt, so ist zunä
hst die Inzidenz für die Halbebenen zu klären,und mit diesen Werten der Wahrheitswert der zugeordneten Funktion zu bere
hnen.Beispiel: Gegeben ein Dreie
k ∆ in der xy-Ebene als Dur
hs
hnitt der Halbräume HR1 :
y ≥ 0,HR2 : x ≥ 0,HR3 : x + y ≤ 1. Liegt der Punkt Q mit xQ = (1, 1)⊤ im Dreie
k ?Lösung: ∆ = HR1 ∩HR2 ∩HR3. Die zugeordnete Wahrheitsfunktion ist w = w1 ∧w2 ∧ w3.Die Inzidenzuntersu
hung für die Halbebenen liefert:
w1 = {Q ∈ HR1?} = wahr, w2 = {Q ∈ HR2?} = wahr,
w3 = {Q ∈ HR3?} = falsch.Einsetzen ergibt w = falsch, also liegt Q ni
ht in ∆. (Abbildung 6.)

Abbildung 46: Inzidenz Punkt, Polygon bei konstruktiver Darstellung

preliminary version: 7. April 2008



D. Sosna: Geoinformationssysteme I. SS08, ( Kap. 6) 89S
hnitt Stre
ke - Polygonzug: Gegeben sei ein ges
hlossener, positiv orientierter Po-lygonzug p dur
h die Punkte P1,P2,..,Pn als Rand eines ebenen Flä
henstü
kes und eineorientierte Stre
ke s dur
h ihre Endpunkte Q1, Q2. Ein S
hnittpunkt von p und s existiert,wenn die S
hnittbedingung für zwei Stre
ken na
h Grundaufgabe 2 von s und mindestenseiner Seite PiP1 (i=1,2,..,n), PnP1 erfüllt wird.

Abbildung 47: Eine Stre
ke s
hneidet den Polygonzug evt. in mehreren PunktenIm allgemeinen muÿ man dabei alle Seiten von p überprüfen, um alle S
hnittpunkte mit szu �nden. Ist p konvex, s
hneidet eine Gerade g (und damit eine auf g liegende Stre
ke s) pin hö
hstens zwei Punkten. Sind diese gefunden, wird die Bere
hnung beendet. Sol
he Über-legungen spielen eine Rolle, um bei Implementierungen der Verfahren in einem ComputerRe
henzeit zu sparen. Bei GIS werden häu�g a
hsenparallele Re
hte
ke als umfassendePolygone für komplexgestaltige Objekte verwendet und als Attribut des Objekts mit inder Datenbank abgelegt. Damit werden Inzidenzprobleme, deren Lösungsalgorithmen beikomplexen Objekten sehr re
henzeitaufwendig sein können, einem Vortest unterzogen: Gibtes eine Inzidenz mit dem umbes
hriebenen Re
hte
k . Fällt dieser s
hnell zu bere
hnendeVortest negativ aus, kann auf den eigentli
hen Test verzi
htet werden.

preliminary version: 7. April 2008



D. Sosna: Geoinformationssysteme I. SS08, ( Kap. 6) 90Beispiel: p sei ein a
hsenparalleles Re
hte
k. Die Trägergeraden der Seiten teilen die Ebenein 9 Teile, die dur
h die Attribute o(ben), u(nten), l(inks) und r(e
hts) markiert sind(doppelte und kein Attribut sind mögli
h).

Abbildung 48: Stre
ke s s
hneidet a
hsenparalleles Re
hte
kFür die Endpunkte Q1, Q2 von s werden die Mengen M1,M2 gebildet, die die jeweils zutref-fenden Attribute enthalten, z.B. M1 = {u}, M2 = {o,r}. Die Idee zur Auswertung dieserMengen beruht auf Aussagen über konvexe Mengen: ist M1∪M2 = ∅, so liegt s ganz imRe
hte
k, ist M1∩M2 = ∅, so s
hneidet s das Re
hte
k ni
ht. In allen anderen Fällen sindS
hnittpunkte des Re
hte
ks mit der Stre
ke ni
ht auszus
hlieÿen.Das folgende Beispiel bes
hreibt den Algorithmus zum Au�nden aller S
hnittpunkte desa
hsenparallelen Re
hte
ks mit s in Form eines Struktogramms. Anwendung �ndet er inder Computergra�k, wenn es beim Zei
hnen einer Stre
ke um die Begrenzung des Bildesauf den Teil geht, der si
h in einem gegebenen Zei
henfenster be�ndet.Beispiel:(Sutherland-Clipping). Vorgelegt seien eine Stre
ke s mit den Endpunkten P1,P2und ein Re
hte
k (Fenster) dur
h die Geraden gL : x = xmin, gR : x = xmax, gU : y =
ymin, gO : y = ymax mit xmin < xmax, ymin < ymax. Gesu
ht wird die im Fenster liegendeTeilstre
ke von s.Lösung: Zunä
hst werden zwei Teilprobleme gelöst. Das Verfahren SP(s, h;Q) möge denS
hnittpunkt Q zwis
hen der Stre
ke s und der Geraden h ermitteln, während TestePunkt(Q;M)bere
hnet, in wel
hem Teil der Ebene der Punkt Q liegt und bildet die Menge M der da-zugehörigen Attribute.

preliminary version: 7. April 2008
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Die gesu
hte Teilstre
ke wird in mehreren S
hritten bere
hnet, dabei erfolgt eine rekursiveNutzung des Verfahrens:

preliminary version: 7. April 2008



D. Sosna: Geoinformationssysteme I. SS08, ( Kap. 6) 92Der S
hnitt zweier Polygone in der Ebene ist für eine Reihe anderer Aufgaben wi
htig,z.B. für die Lösung von Verde
kungsproblemen der Computergra�k im Bilds
hirmkoordi-natensystem.Die Idee einiger dazu existierender Verfahren, die au
h in der darstellenden Geometriegenutzt wird, besteht darin, jede Stre
ke des einen Polygonzuges mit jeder Stre
ke desanderen zu s
hneiden und aus den so erhaltenen S
hnittpunkten und Stre
ken den Randdes gesu
hten Polygonzuges mit Hilfe von Randaussagen bei regularisierten Mengenope-rationen (s.S. 78) zu konstruieren und zu bes
hreiben, so dass er für weitere Operationenzur Verfügung steht.6.3.4 Kreis und KreisbogenBemerkung: Dieses Kapitel war ni
ht Gegenstand der Vorlesung, soll hier jedo
h der Voll-ständigkeit halber mit aufgenommen werden.Definition: Eine Kreislinie k ist der geometris
he Ort aller Punkte, die von einem festenPunkt M den Abstand r haben.Eine Kreislinie k wird also dur
h den Mittelpunkt M , mit demOrtsvektor ~xM =(xM ,yM)T und den Radius r, als geometris
her Ort bestimmt.Dur
h σ = sgn (
∮

k
ydx − xdy) wird dieser ges
hlossenen Kurve k eine Orientierung σzugeordnet.Ein Kreisbogen wird dur
h die zusätzli
he Angabe von Anfangspunkt P1 und Endpunkt P2bes
hrieben.

Abbildung 49: Zur Bere
hnung des Kreismittelpunktes

preliminary version: 7. April 2008



D. Sosna: Geoinformationssysteme I. SS08, ( Kap. 6) 93Kreis und Kreisbogen können als Punkte P der Ebene, die von einem festen Punkt Meinen gegebenen Abstand r haben, 
harakterisiert werden: k = {P : ‖~xP -~xM‖ = r}. FürBere
hnungen nützli
her ist die Parameterdarstellung ~xP = ~xM + Dϕ(~x1 − ~xM ), dabeibezei
hnet ~x1 einen beliebigen Punkt auf der Peripherie des Kreises und
Dϕ =

(

cos ϕ − sin ϕ

sin ϕ cos ϕ

)die Rotationsmatrix um den Winkel ϕ. Für den Kreis wird ~x1-~xM = (r, 0)T gewählt und ϕauf 0 ≤ ϕ ≤ 2π begrenzt. Zur Bes
hreibung eines Kreisbogens zwis
hen ~x1 und ~x2 genügt
ϕ der Eins
hränkung 0 ≤ ϕ ≤ (ϕ2 − ϕ1) mod 2π, wobei ϕ1, ϕ2 die Polarwinkel zwis
hender positiven x-A
hse und (~x1-~xM ) bzw. (~x2-~xM ) angeben.Sind der Radius r und zwei Punkte P1, P2 auf der Peripherie bekannt, können die Koordi-naten des Mittelpunkts bere
hnet werden.

~xM =
~x2 − ~x1

2
+

σ

l

√

r2 − l2

4

(

−(y2 − y1)
x2 − x1

)mit l = ‖~x2-~x1‖ und der Orientierung σ des Kreises.Ob ein Punkt P in einer Kreiss
heibe oder auf einer Kreislinie liegt, kann dur
h Verglei
hdes Abstandes ‖~xP -~xM‖ mit dem Radius r ents
hieden werden:
‖~xP − ~xM‖







= r : P auf der Kreislinie
< r : P liegt in der Kreiss
heibe
> r : P liegt auÿerhalb der Kreiss
heibeS
hnitt von Stre
ke und Kreis.Grundaufgabe 4: Gegeben seien eine Stre
ke s mit den Endpunkten P1, P2 und ein Kreisk mit dem Mittelpunkt M und dem Radius r. Wo liegen die S
hnittpunkte von Kreislinieund Stre
ke?

Abbildung 50: S
hnitt von Kreis und Stre
ke
preliminary version: 7. April 2008



D. Sosna: Geoinformationssysteme I. SS08, ( Kap. 6) 94Lösung (für Grundaufgabe 4): Sei Po Fuÿpunkt des Lotes von M auf g, die Trägergeradevon s. ~xo ist der zugehörige Ortsvektor. Für die gesu
hten S
hnittpunkte S1, S2 mit denOrtsvektoren ~y1, ~y2 ergibt si
h mit l = ‖~x0-~xM‖ und h =
√

r2 − l2 :

S1,2 : ~y1,2 = ~xo ± h
~x2 − ~x1

‖~x2 − ~x1‖Eliminierung des ni
ht vorgegebenen Punktes Po ergibt
~y1,2 = ~xM + l

(~x2 − ~x1) × ~ez

‖~x2 − ~x1‖
± h

~x2 − ~x1

‖~x2 − ~x1‖
mit l =

((~x2 − ~x1) × (~xM − ~x1))z
‖~x2 − ~x1‖Aus der De�nition von h ist ersi
htli
h, dass nur für l < r S
hnittpunkte vorliegen. Na
hGrundaufgabe 1 ist zu prüfen, ob si
h S1 oder S2 auf s be�nden.Die S
hnittpunkte eines Kreisbogens mit einer Geraden werden dur
h S
hneiden der Ge-raden mit dem Kreis ermittelt. Ans
hlieÿend ist zu klären, ob die so ermittelten Punkteauf dem betra
hteten Kreisbogen liegen.S
hnitt zweier Kreise mit gegebenen Mittelpunkten M1,M2 und Radien r1, r2. Wäh-rend beim S
hnitt von Kreis und Gerade no
h die Mögli
hkeit besteht, dur
h Lösen einerquadratis
hen Glei
hung die S
hnittpunkte aus den Glei
hungen für die Objekte auszu-re
hnen, gestaltet si
h dieses Vorgehen hier unglei
h s
hwieriger, da im allgemeinen eineGlei
hung 4.Ordnung zu bearbeiten ist. Die von der konstruktiven Geometrie abgeleiteteMethode führt lei
hter zum Ziel:

~y1,2 = ~xM1
+ l

(~xM2
− ~xM1

)

‖~xM2
− ~xM1

‖ ± h
(~xM2

− ~xM1
) × ~ez

‖~xM2
− ~xM1

‖mit c = ‖~xM2
− ~xM1

‖, l =
r2

1
−r2

2
+c2

2c
, h =

√

r2
1 − l2S
hnittpunkte existieren falls (c − r1)

2 ≤ r2
2 ∧ r1 > r2 zutri�t.

Abbildung 51: S
hnitt zweier Kreise
preliminary version: 7. April 2008



D. Sosna: Geoinformationssysteme I. SS08, ( Kap. 6) 956.3.5 Konvexe Hülle einer ebenen PunktmengeDefinition: Die konvexe Hülle eine Punktmenge Pi, i = 1, 2...u in der Ebene ist diekonvexe Menge M, die die folgenden Eigens
haften hat:1 Sie enthält alle Punkte der gegebenen Punktmenge2 Jede andere konvexe Menge, die die Punkte der gegebenen Punktmenge enthält,enthält au
h MSatz: Gegeben seien ein konvexes Polygon, in ihm ein innerer Punkt Q, der Ursprungeines Polarkoordinatensystems ist. Dann ers
heinen aufeinanderfolgende E
ken bezügli
hdes Polarwinkels sortiert.R. L. Graham entwi
kelte 1972 daraus ein Verfahren zur Konstruktion der konvexenHülle von n Punkten in der Ebene (Graham - s
an):
• Man bestimme einen inneren Punkt Q der konvexen Hülle (z.B. erhält man dieKoordinaten eines sol
hen Punktes dur
h komponentenweise Bere
hnung der arith-metis
hen Mittel der Koordinaten der Punkte.
• Einführung eines neuen Polarkoordinatensystems mit Q als Ursprung. Die Nullri
h-tung zeigt zu dem Punkt Pi, der den grössten Abstand zu Q hat. In diesem Systemwerden die Punkte na
h steigendem Polarwinkel und Punkte mit glei
hem Polarwin-kel na
h dem Abstand von Q sortiert.
• Man trage die sortierten Punkte in eine ringförmig verknüpfte Liste ein, d.h. na
hdem Listenende folgt wieder der Anfang.
• Beginne am Listenanfang und wende das folgende Verfahren an, bis der Na
hfolgerdes bearbeiteten Listenelements der Listenanfang ist:wenn das Listenelement, sein Na
hfolger und dessen Na
hfolger eine konvexe E
kebilden( d.h. der Na
hfolger des Listenelements ist konvexer E
kpunkt des aus diesendrei Punkten gebildeten Teilpolygonzuges ), dann nimm als neues aktuelles Elementden Na
hfolger und teste weiter, andernfalls strei
he den Na
hfolger aus der Liste,gehe zum Vorgänger und prüfe erneut.Die nunmehr in der Liste verbliebenen Punkte sind die E
kpunkte des die konvexe Hülleberandenden Polygonzuges.

preliminary version: 7. April 2008



D. Sosna: Geoinformationssysteme I. SS08, ( Kap. 6) 96Abbildung 52: Konstruktion der konvexen Hülle mittels Graham-S
anSatz: Die konvexe Hülle von n Punkten in der Ebene kann mit einem Zeitaufwand wieO(n∗ log n) und einem Spei
herbedarf wie O(n) gefunden werden, wobei nur arithmetis
heund Verglei
hsoperationen benutzt werden. Jedes Sortierproblem für n Elemente lässt si
hzeitlinear auf ein Bildungsproblem für eine konvexe Hülle transformieren (d.h. beide Pro-bleme haben glei
hes Zeitverhalten ).Sol
he Aussagen sind für die Realisierung von Verfahren von groÿer Wi
htigkeit, wennes um die Anwendung auf umfangrei
he Datenbestände geht. Gibt es für ein VerfahrenAussagen zum Laufzeitverhalten, gibt der Verglei
h mit den theoretis
hen Werten Hinweisezu einer eventuellen Verbesserungsfähigkeit des Verfahrens. Der Graham-S
an stellt imSinne des obigen Satzes ein optimales Konstruktionsverfahren für die konvexe Hülle von nPunkten in der Ebene dar.6.4 Testfragen
• Erklären Sie den Modellbegri� mit Hinbli
k auf die angewandte Informatik.
• Was sind linienorientierte Modelle (�ä
henorientierte, körperorientierte) (Eigens
haf-ten, Vor- und Na
hteile)
• Was ist ein 
sg-Baum?
• Was sind sweeping-Verfahren bei der Modellierung?
• Was sind Mengenalgebren? Wel
he für die geometris
he Modellierung wi
htigen Men-genalgebren kennen Sie?
• Wel
he Algorithmen für bes
hränkte geometris
he Objekte der Ebene kennen Sie?Geben Sie Beispiele für Operationen mit Geraden, Polygonen, Kreisen.
• Geben Sie Beispiele, wie die Algorithmen vom verwendeten Modell abhängen.
• Wie kann die Bere
hnung der konvexen Hülle eine ebenen Punktmenge e�zient er-folgen, wel
he S
hluÿfolgerungen für Sortierverfahren ergeben si
h?
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