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2 Koordinatensysteme

2.1 Gestalt und Radius der Erde
2.1.1 Einfiihrung

Die reale Gestalt der Erde ist die eines unregelmifigen Korpers und Gegenstand subti-
ler Untersuchungen mit Hilfe moderner Fernerkundungsverfahren. Diese Gestalt wird als
Geoid bezeichnet.

Bei kleinmafistdblichen Darstellungen wird die Gestalt der Erde im Allgemeinen durch eine
Kugel gendhert. Schon im Altertum gingen die Gelehrten von einer Kugelgestalt der Erde
aus (Pythagoras , um 500 v.Chr.).

Newton unterstellte wegen der durch die Erdrotation auftretenden Zentrifugalkréfte ein an
den Polen abgeplattetes Rotationsellipsoid. 1735 wurden in Frankreich Expeditionen in das
heutige Ekuador und nach Lappland beschlossen, um sowohl in Aquatornihe als auch in
Polnghe die Linge eines Breitengrades zu bestimmen. Die Messungen, die sich zwar spiter
als ungenau herausstellten, lieferten den Nachweis einer Erdabplattung. Deshalb wird in
einer verbesserten Naherung die Gestalt der Erde durch ein Rotationsellipsoid mit Angabe
der Halbachsen a, b oder durch Angabe der grofen Halbachse a und der Abplattung f mit
f= “T*b beschrieben. Fiir das Erdellipsoid des ,World Geodetic System 1984“ (WGS-84)
werden dabei die folgenden Werte angegeben:

a=6378137,0m

f 1
= — 1IN
298, 257223563

Es wurden bzw. werden in der Geodésie eine Vielzahl weiterer Ellipsoide als Bezugskorper
benutzt. Das WGS-84 spielt insofern eine herausragende Rolle, als das ,Global Positioning
System® (GPS) sich darauf stiitzt.

Der rechnerische Wert des Radius einer Naherungskugel wird fiir das Gesamtellipsoid durch
Mittelwertbildung {iber die Halbachsenléngen berechnet, dabei ist zu beachten, die grofke
Halbachse mit doppeltem Gewicht eingeht ( 7 = (a?b)'/3 bzw. r = $(2a +b)).

e Geometrisches Mittel:14
r =06 371 00lm

o Arithmetisches Mittel:
r=6 371 009m

Auf Grund des geringen, bei kleinmafstéblichen globalen Abbildungen unbedeutenden Un-
terschieds kann der Erdradius fiir orientierende Betrachtungen zu

r=6371km

angenommen werden. Sollen hingegen kleinere Teile der Erdoberfliche in einem groferen
Mafstab dargestellt werden, kann aus den Angaben iiber das darzustellende Gebiet der
Radius der dort giiltigen ,Gaufsschen Kugel“ berechnet werden, die sich fiir dieses Gebiet
lokal als giinstigste Bildkugel erweist.

14Bei diesem Vorgehen sind die Volumina des Ellipsoids und der Kugel gleich.
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2.1.2 Geoid und und Festlegung eines Referenzellipsoids

Die Frage nach der Form der Erde ist die Frage nach einem mathematischen Modell fiir
die Gestalt. Unter Gestalt ist dabei auch nicht die Grenzfliche zwischen Wasser und Erde
einerseits und der Luft andererseits zu verstehen, da diese Grenzfliche so unregelmifig ge-
formt ist, dak sie sich (derzeit) einer mathematischen Modellierung entzieht. Gaull dufierte
sich 1828 zur Gestalt der Erde folgendermafien:

»Was wir im geometrischen Sinn Oberfliche der Erde nennen, ist nichts anderes als dieje-
nige Flache, welche iiberall die Richtung der Schwere senkrecht schneidet, und von der die
Oberfliche des Meeres einen Teil ausmacht.“

Weiter stellt er Einfluffaktoren auf die Gestalt der Erde dar:

»Die Richtung der Schwere an jedem Punkt wird aber durch die Gestalt des festen Teils der
Erde und seine ungleiche Dichtigkeit bestimmt und an der dufieren Rinde der Erde, von der
allein wir etwas wissen, zeigt sich diese Gestalt und Dichtigkeit als hochst unregelméfkig;
die Unregelméfigkeit der Dichtigkeit mag sich leicht noch ziemlich tief unter die dufere
Rinde erstrecken und entzieht sich ganz unseren Berechnungen, zu welchen fast alle Daten
fehlen. Die geometrische Oberfliche ist das Produkt der Gesamtwirkung dieser ungleich
verteilten Elemente und anstatt vorkommende unzweideutige Beweise der Unregelméfig-
keit befremdend zu finden, scheint es eher zu bewundern, da® sie nicht noch grifer ist.“

Der erste Teil der Gauflschen Aussage ist die Definition der Gestalt der Erde. Anzumerken
bleibt, daf auch die Verteilung des Wassers auf der Erde, selbst ein Ergebnis des Gravita-
tionsfeldes, einen Beitrag zu diesem Feld leistet. Zur Motivation der Definition sei daran
erinnert, dak mittels Libellen die Ausrichtung der Stehachse der Vermessungsinstrumente
parallel zum Schwerefeld und damit lokal orthogonal zur Niveaufliche erfolgt.

J.B. Listing préagte 1872 fiir die obengenannte Niveaufliche den Namen Geoid. Ohne in die
Details einer modernen mathematischen Formulierung des Problems, eine solche Fliache zu
finden, einzudringen, mufl festgestellt werden, daf es selbst unter stark vereinfachenden
Annahmen zu einer Klasse duflerst schwierig zu behandelnder Probleme der mathemati-
schen Analysis gehort und in der hier benétigten Allgemeinheit bisher nicht gelést wurde.
Die Abweichungen zwischen dem Geoid und geeignet gewahlten Ellipsoiden sind gering, sie
werden bei Bedarf als Hohenfeld iiber dem Ellipsoid beschrieben und kénnen in Rechnungen
beachtet werden. Somit ist das Ellipsoid als Modell fiir die Gestalt der Erde gerechtfertigt
und auch in praktischen Vermessungsfragen zu nutzen. Als Beispiel sei hier das Referen-
zellipsoid WGS-84 genannt. Das Geoid weicht davon um +70/-100m ab. Das dazugehorige
Hohenfeld wurde im Internet Hohenfeld iiber einem Referenzellipsoid!® zuginglich.

Aus praktischer Sicht stellt sich damit die Frage, ein Ellipsoid zu finden, welches die Abwei-
chungen zwischen Ellipsoid und Geoid (auch Geoidundulation genannt) minimiert. Dafiir
sind mehrere Verfahren bekannt:

e Die geometrische Methode:

FW39 Finsterwalder, R.: Photogrammetrie,
De Gruyter, Berlin, 1939, ( UB:ZW Math. Geos-75 ) Sie beruht auf lokalen Messungen

Bhttp://www.utexas.edu/depts/grg/geraft /notes/datum /datum.html
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der Lotabweichungen und Variation der Lageparameter (Mittelpunkt und Richtung
der kleinen Halbachse) sowie der Grofe und Gestalt der Ellipse mit dem Ziel, die
Geoidundulation zu minimieren. Als Resultat ergibt sich ein lokal bestanschliefendes
Ellipsoid. Seine kleine Halbachse verlduft etwa parallel zur Drehachse der Erde. Die
heute in der Landvermessung meist verwendeten Ellipsoide beruhen zu einem grofen
Teil auf Ellipsoidbestimmungen nach dieser Methode, die Ende des 19. / Anfang
des 20. Jahrhunderts durchgefiihrt wurden. Es wird damit auch verstdndlich, daf in
verschiedenen Teilen der Erde, ja schon Europas, verschiedene Ellipsoide Verwendung
finden (siehe 21).

e Die gravimetrische Methode:

Aus Schweremessungen auf der gesamten Erde werden die Parameter so bestimmt,
daf die Schwereanomalien minimiert werden. Das Ergebnis ist stets ein mittleres
Erdellipsoid, dessen Mittelpunkt mit dem Schwerpunkt der Erde zusammenfallt.

Die bisher genannten Verfahren sind klassisch und erdgebunden. Durch Satellitenbenutzung
wurden weitere Verfahren ermdglicht:

e Die geometrische Methode:

Der Satellit dient als hochfliegender Mefspunkt, der gleichzeitig von mehreren Mef-
punkten aus angezielt wird. Dadurch konnen Mefreihen iiber Ozeane hinweg mitein-
ander verbunden werden.

e Die dynamische Methode:

Der Satellit dient als Sensor im Schwerefeld der Erde. Aus Abweichungen seiner
tatsachlichen Flugbahn von der vorherberechneten wird auf das Gravitationsfeld der
Erde geschlossen.

2.1.3 Referenzsysteme, Geoditisches Datum

Koordinatensysteme und darin gegebene Koordinaten von Punkten sind erst dann geoda-
tisch nutzbar, wenn feststeht, wie das Koordinatensystem mit dem Erdkoérper verbunden
ist. Dazu wird festgelegt, auf welche Bezugsfliache (z.B. auf welches Ellipsoid) sich die Werte
beziehen und welche Bedeutung sie haben.

Definition 2.1 (M. Bauer) Ein geodéitisches Referenzsystem ist die Summe der
theoretischen Vereinbarungen zur Konkretisierung eines Koordinatensystems fir geoddti-
sche Zwecke.

In der klassischen Geodasie werden die vermessenen Punkte durch die Melswerte zu Netzen
verbunden. Die Mefwerte (Abstand, Richtung) beschreiben zunéchst nur die relative Lage
eines Punktes im Netz.

Die Verabredungen zur Anordnung eines geoddtischen Netzes in einem gewéhlten Koor-
dinatensystem wird Datumsfestsetzung genannt. Auf Grund von Referenzsystem und Da-
tumsfestsetzung konnen fiir auf dem Erdkorper vermarkte Punkte Lagekoordinaten und
Héhen berechnet werden. Auf dieses Referenznetz von Punkten beziehen sich dann weitere
Vermessungsarbeiten. Die folgende Tabelle zeigt einige Datumsfestsetzungen in Europa:
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Lagevermessung Ho6éhenvermessung
Land Ellipsoid Lagerungspunkt Hohensystem Datumspunkt
Frankreich Clarke 1880 Pantheon Normalhéhe Marseille
Belgien Hayford 1924 Ukkel orthometrisch Ostende
Niederlande Bessel 1841 Amersfoort orthometrisch Amsterdam
Polen Krassowski 1942 Pulkowo Normalhdhe Kronstadt
Osterreich Bessel 1841 Hermanskogel orthometrisch Triest
Schweiz Bessel 1841 Bern orthometrisch Marseille
Italien Hayford 1924 Rom orthometrisch Genua; Cataina
Spanien Strure 1860 Madrid orthometrisch Alicante
Portugal Bessel 1841 Lissabon orthometrisch Cacais
Deutschland Bessel 1841 Rauenberg normalorthometrisch Amsterdam
Ostdeutschland  Krassowski 1942 Pulkowo Normalhéhe Kronstadt

Die Tabelle ist [2] entnommen. Mit der Benutzung verschiedener Systeme entsteht ins-
besondere in der Grenzregion zweier Festsetzungen das Problem, Koordinaten aus einem
System in ein anderes umzurechnen. Das betrifft einmal die Lagemessung und insbesonde-
re die Hohenmessung, wo nicht nur unterschiedliche Datumspunkte (Pegel), sondern auch
unterschiedliche Verfahren zur Umrechung gemessener Hohendifferenzen zu beachten sind.
In Deutschland sind wegen der politischen Entwicklung nach 1945 und nach der Wieder-
vereinigung 1990 zwei unterschiedliche Referenzsysteme und Referenznetze vorhanden. In
der DDR wurde eine Neubestimmung der Koordinaten unter Benutzung des Systems der
damaligen Sowjetunion durchgefhrt. Nach 1990 erfolgt ein schrittweiser Ubergang zum
deutschen System.

Eine zunehmende Globalisierung, z.B. durch GPS, bedingt auch lénderiibergreifende Har-
monisierungen im Bereich der geographischen Koordinaten. Das NAVSTAR-GPS stiitzt
sich auf das Referenzsystem WGS-84, das russische GLONASS-System auf ,,Parametri Zem-
1i 1990“. An der Festlegung eines globalen Referenzellipsoids wird gearbeitet.

2.2 Geographische Koordinaten

Geographische Koordinaten sind die auf der Erde gemessenen Koordinaten geographische
Lange, geographische Breite und die Héhe.

2.2.1 Definition und Messung

Im folgenden wird unterstellt, daft die Gestalt der Erde durch ein Rotationsellipsoid be-
schrieben wird. Die Rotationsachse schneidet das Ellipsoid in zwei Punkten, die als Nordpol
und Sidpol bezeichnet werden.

Geographische Linge: Jede auf dem Ellipsoid liegende Halbellipse mit der kleinen Halb-
achse Nordpol-Siidpol bildet einen Meridian . Ein Element dieser Schar der Meridiane wird
als Nullmeridian ausgezeichnet. Ein beliebiger Meridian wird durch den Winkel zwischen
ihm und dem Nullmeridian beschrieben. Dieser Winkel ist als Winkel zwischen den zuge-
horigen Halbtangenten in den Schnittpunkten erklért.
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S

Abbildung 5: Bestimmung der Lange

Der Winkel ist positiv zu nehmen, wenn am Nordpol der Ubergang von der Tangente an den
Nullmeridian zur Tangente an den betrachteten Meridian bei Betrachtung des Nordpols
des Ellipsoids von aufen in mathematisch positiver Richtung erfolgt, andernfalls negativ.
Die Mafzahl des Winkels beschreibt die geographische Ldnge. Bei éstlicher Lange ist der
Winkel positiv, bei westlicher negativ.

Geographische Breite: Im folgenden werde zunéchst der Spezialfall betrachtet, daf
das Ellipsoid eine Kugel sei. Die Definition der Meridiane ist hier ein Spezialfall der obi-
gen. Kine zweite Kurvenschar auf der Kugel wird mittels einer Schar von Kreiskegelmén-
teln mit der Spitze im Kugelmittelpunkt erzeugt. Die Kegelachse enthalte die Strecke
Kugelmittelpunkt-Nordpol.

B=90-w?2
1, - Nordrichtung

Abbildung 6: Breite auf der Kugel

Diese Kegelmiéntel schneiden aus der Kugelfliche Kreise aus. Auf jedem dieser Kreise liegen
p-d. die Orte gleicher Breite. Die Breite wird durch den Komplementiarwinkel des halben
Kegeloffnungswinkels w angegeben. Ist diese Angabe positiv, spricht man von nérdlicher
Breite, ist sie negativ, von sidlicher Breite. Der Kreis mit der Breite Null heift Aguator-
Sein Radius ist gleich dem Kugelradius.
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np ’;Y N“ W
B 1" B=90— w2
Px "~ - 1, - Nordrichtung
n,: Normalenrichtung durch P

Abbildung 7: Breite auf der Kugel

Offensichtlich ist die Breite eines Punktes P auf einer Kugel gleich dem Komplement des
Winkels zwischen (dufserer) Kugelnormalen np in P und der Nordrichtung 7y, die durch
den Siid-Norddurchlauf entlang der Achse gegeben wird. Die Normalenrichtung der Kugel
entspricht bei homogener Masseverteilung in der Kugel bis auf das Vorzeichen der durch
die Gravitation bedingten Lotrichtung, welche durch den Kugelmittelpunkt verlauft. Diese
Richtung ist auch in der Praxis verfiigbar, indem die Stehachse eines Theodolithen mit
Hilfe von Libellen in Richtung Erdanziehungskraft gestellt wird.

Breite auf dem Ellipsoid: Hier mufs zwischen geographischer und geozentrischer Breite
unterschieden werden Die geographische Breite eines Punktes P auf einem Ellipsoid wird
definiert durch den Komplementérwinkel des Winkels zwischen (duferer) Ellipsoidnormalen
np in P und der Nordrichtung rpy, die durch den Siid-Norddurchlauf durch die Achse

gegeben wird.
T’*'* A

i+ Nordrichtung
n,: Normalenrichtung durch P

Abbildung 8: Breite auf dem Ellipsoid
Durch die Kegelschar wird wie oben die geozentrische Breite definiert.(Abb.7)

Mit Ausnahme der Pole und des Aquators, wo Gleichheit eintritt, ist die geographische
Breite betragsméafig grofer als die geozentrische Breite. Die Umrechnung erfordert die
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Kenntnis der Abplattung. Dabei gilt folgender Zusammenhang:
tanb, = (1 — f)*tan by

hierbei ist b, die geographische Breite, b, die geozentrische Breite und f die Abplattung.
Die Differenz der beiden Breiten kann in eine alternierende Reihe entwickelt werden:

1 1
by — b, = msin (2b,) — §m2 sin (4bg) + gms sin (6bg) — . ..

wobel )
1-(2)
m = ﬁ
1+ ()
und a die grofe Halbachse, b die kleine Halbachse des zu Grunde liegenden Referenzellipso-

ids ist. Offensichtlich hat die Differenz bei der geographischen Breite von 45°ein Maximum
(ndmlich 1176).

Aus der Kenntnis der (geographischen) Breite eines Beobachtungsortes P auf der Ober-
fliche des Referenzellipsoids kann mittels der geozentrischen Breite auf den Abstand des
Punktes P vom Mittelpunkt M des Ellipsoids geschlossen werden: (Abb. 8)

cos by

distanz(P, M) =a- \/cOS b, - cos (by —b.)

Héhe: Die Héhe(1%) eines Punktes P ist als Linge des Lotes von P auf den Referenzkor-

per definiert. Hat ein Punkt eine Hohe ungleich Null, sind seine anderen geographischen
Koordinaten die seines Lotfufspunktes.
Messung: Die Messung geographischer Koordinaten beruht auf der Messung astronomi-
scher Werte. Sie werden deshalb auch astronomische Koordinaten genannt. Die Messung
jedes Langenunterschieds wird auf eine Messung einer Ortszeitdifferenz zuriickgefiihrt, wo-
bei 15° einer Stunde entsprechen. Die Breite wird aus der Messung der Héhe von Sternen
ermittelt:

X

idealer
Polarstern

Abbildung 9: Bestimmung der Breite

Hétte die Erde einen idealen Polarstern, d.h. einen Fixstern der genau auf der Verléngerung
der Erdachse in die unendlich grofse Himmelskugel lige, kénnte die Breite einfach als Héhe

gtatt des Begriffs ,,Hohe“findet sich in der Literatur auch ,geographische Hohe*
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dieses Sterns {iber dem Horizont bestimmt werden. Mit Hilfe eines beliebigen zirkumpolaren
Sterns 14kt sich die geographische Breite eines Beobachtungsortes jedoch als arithmetisches
Mittel der Hohen des Sterns im oberen und im unteren Kulminationspunkt bestimmen.

zirkumpolarer

B=(Bl+%)f2 Stern %

Leitpunkt der
aheren Knlmination

P’ wird von P nach
halber Erddrehung
erreicht

Leitpunkt der
unteren hulmination

Abbildung 10: Bestimmung der Breite

2.2.2 Abhingigkeit von der Bezugsfliche

Wie aus den Definitionen ersichtlich ist, hdngen die geographische Breite und die Hohe bei
ellipsoidalen Bezugskorpern von der Wahl des Korpers ab. Zu beachten ist ferner, daf die
Normalenrichtung bei praktischen Messungen durch die Lotrichtung bestimmt wird und
somit inhomogene Dichteverteilungen im Erdinnern als auch nahegelegene Bergmassive
diese Richtung beeinflussen kénnten.

Folgerung: Werden Daten, die auf einen Referenzkdrper bezogen sind, in einem anderen
System interpretiert, kann das zu Lagefehlern in drei Dimensionen bis zu einem Kilometer
fiihren. Deshalb miissen Formeln fiir die Umrechnung'” von Koordinaten bereitgestellt
werden. Ein Beispiel der Fehlerentstehung zeigt Abbildung 11. Eine graphische Darstellung
der Lagefehler'® gibt P. Dana.

http: / /www.utexas.edu/depts/grg/gcraft /notes/datum /datum.html
8http://www.utexas.edu/depts/grg/geraft /notes/gif /shift.gif
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Abbildung 11: Fehler bei der Interpretation

Koordinaten von P in K7 gemessen, aber in K interpretiert.

2.2.3 Umrechnung

Da eine Vielzahl von geoditischen Koordinatensystemen in Benutzung'® sind oder waren,
gibt es die Notwendigkeit der Koordinatenumrechnung?’ .

Die Umrechnung erfolgt prinzipiell nach folgendem Ablauf: (siehe Abb. 12)
Gegeben sei der Punkt P durch seine Koordinaten Lange, Breite und Héhe im Koordina-
tensystem K7 auf dem Ellipsoid e, wobei Linge und Breite P’ auf e; bestimmen.

1. Berechnung der Raumkoordinaten von P im Koordinatensystem Kj, wobei das El-
lipsoid e; einbezogen wird.

2. Ubergang zum Koordinatensystem K5, d.h. Berechnung der Raumkoordinaten von
P im System Ko,

e welches gegeniiber K; im Ursprung verschoben ist,
e dessen Achsen gegeniiber K; im Raum gedreht sind.

3. Berechnung der geographischen Koordinaten von P unter Beachtung des Referenzel-
lipsoids es (d.h. Lange und Breite vonP”).

Yhttp:/ /www.utexas.edu/depts/grg/geraft /notes/datum /edlist.html
2Ohttp: //www.utexas.edu,/depts/grg/geraft /notes/datum /datum.html
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Abbildung 12: Ablauf einer Umrechnung

2.3 Testfragen

o Was ist das Geoid 7

o Was ist ein Referenzellipsoid, warum ist es nicht eindeutig festgelegt ?
e Erkliren Sie die Begriffe geografische Linge und Breite.

e Was beinhaltet die Datumsfestsetzung?

e Warum muf zwischen verschiedenen Refenzsystemen umgerechnet werden, wie geht
das?

e Welche Bezugssysteme sind in Deutschland in Gebrauch?
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