
11 Quadtree-Strukturen, Bukets, Linearer Quadtree1.1 KapiteleinführungDie Quadtree-Datenstruktur wird wegen ihrer Einfahheit im Allgemeinenfür die Beshleunigung des Zugri�s auf die Objekte der 2-D (D steht fürdimensional) Ebene benutzt. Es ist auh die Verallgemeinerung auf die 2D-Bäume möglih. Im 3D-Raum entsteht so die Otree-Datenstruktur.Im folgenden skizzieren wir eine Variante für die Indexierung einer Samm-lung von Rehteken(mbb's genannt), die auf der Festplatte gespeihert sind.Diese Rehteke sind neben Punkten für uns von Interesse, weil sie als mi-nimale umbeshriebene Rehteke (minimal bounding box - mbb) von 2-dimensionalen geometrishen Objekten einen shnellen Vortest ermöglihen,ob z.B ein Punkt in einem Objekt liegen kann.Am Anfang betrahten wir ein rehtekiges Gebiet in einer Ebene zusammenmit den Objekten als Grundgebiet. Jedes Objekt wird durh einen Objekt-Identi�kator repräsentiert. Dieser Objekt-Identi�kator wird benutzt, um da-durh Objekte zu referenzieren. Wir sehen die Suhe nah einem Objekt alserfolgreih an, wenn wir den zugehörigen Objekt-Identi�kator (Objekt-ID)kennen. Jedem Objekt ordnen wir ein kleinstes umbeshriebenes Rehtek(mbb) zu. Mit dem mbb wird die Geometrie des Objektes näherungsweiseerfaÿt. Ein Eintrag (Datensatz) für ein Objekt besteht aus dem Paar (mbb,oid).Die Datensätze sollen in Bukets, die jeweils einer Plattenseite entsprehen,gespeihert werden. Da die Gröÿe eines Bukets (Seitenkapazität) beshränktist, können maximal N Einträge in ein Buket aufgenommen werden. Wennein Buket voll ist(es hat N Einträge) und ein neuer Eintrag hinzugenommenwerden muss, dann werden noh 3 neue Bukets alloziert und alle Einträge aufdiese 4 Bukets verteilt (jedem Buket wird jeweils ein Viertel des ursprüng-lihen Gebiets zugeordnet). Jedes dieser vier Bukets wird graphish als einQuadrant des vom ursprunglihen Buket erfassten Gebiets dargestellt. Da-durh hat man 4 Quadranten, die jeweils als NordWest (NW), NordOst (NO),SüdWest (SW) und SüdOst (SO) bezeihnet werden.Das unten dargestellte Bild (Bild 1.1) zeigt als graphishes Beispiel die Par-titionierung der willkürlih von uns vorgegebenen Sammlung und ihren asso-
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31.2 Grundoperationen (Einfügen, Suhen, Löshen) vonRehtekenBei den Grundoperationen wird hier nur Geometrie betrahtet, es verstehtsih, dass es immer den Datensatz (mbb,oid) betri�t.Suhen:Beim Suhen wird versuht festzustellen, ob das gesuhte Rehtek in demBaum vorhanden ist. Es wird in den Blättern gesuht, dessen zugeordnetesGebiet (hier Blattquadranten genannt) es shneidet. Dabei werden alle Pfadeverfolgt, die zu den vom Rehtek geshnittenen Blattquadranten führen (eswird in dem Baum nah allen vom Rehtek geshnittenen Blattquadrantengesuht).Dabei wird Seite(Buket) (sagen wir p) gelesen, die den Blättern zugewiesenwurde.Einfügen:Einfügen = erfolglose Suhe + Einfügen eines Rehteks.D.h. während des Einfügen wird genauso vorgegangen wie beim Suhen mitdem einzigen Untershied , dass nah der Feststellung des Niht-Vorhandenseinseines Rehteks in dem Baum, wird das jeweilige Rehtek in jedes Blatt ein-gefügt, dessen zugeordnetes Gebiet (hier Blattquadranten genannt) es shnei-det(vergleihe Bild 1.1 mit Bild 1). Beim Einfügen eines Rehtekes werdenalle Pfade verfolgt, die zu den vom Rehtek geshnittenen Blattquadran-ten führen (es wird in dem Baum nah allen vom Rehtek geshnittenenBlattquadranten gesuht).Beim Einfügen ergibt sih eine der folgenden Situationen:1. Entweder p (Seite, in die das Objekt einzufügen ist) hat weniger als NEinträge, dann wird der neue Eintrag hinzugefügt.2. Oder p hat N Einträge (ist voll und der neue Eintrag kann niht einge-fügt werden), dann wird
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• der Quadrant in vier untereinander gleihgroÿe Subquadrantendurh Halbieren der Seiten geteilt,
• drei neue Festplattenseiten allokiert,
• alle Einträge werden zwishengespeihert und zusammen mit demneuen Eintrag in die 4 Seiten eingefügtIm Ende�ekt habe wir also 4 Bukets, die jetzt alte und neue Einträgeenthalten. Dabei kann es vorkommen, dass ein oder mehrere Buketswieder N+1 Einträge erhalten. Das Verfahren der Teilung ist rekursivzu wiederholen, bis der neue Eintrag eingefügt werden konnte, d.h. bisdie entstandene Bukets höhstens je N Einträge haben.Die Rekursion briht in der Regel ab, da die Subquadranten immerkleiner werden. Damit sinkt die Wahrsheinlihkeit, dass die Buketsder Subquadranten auh alle Einträge des Ausgangsrehteks enthalten.Die Rekursion wird niht abbrehen, wenn ein Buket N Einträge ent-hält, deren mbb alle mit dem Rehtek zusammenfallen, das dem Buketentspriht. In diesem selten auftretenden Fall versagt die Datenstruk-tur. Er sollte bei der Programmierung aber beahtet werden. Gleihesgilt auh wenn die mbb's der N Objekte ineinander geshahtelt sind.Beim Suhen wird genauso vorgegangen wie beim Einfügen mit dem einzi-gen Untershied, dass bei der Suhe kein einziger Eintrag hinzugefügt wird,sondern es wird nur festgestellt, ob ein Eintrag in dem Baum vorhanden istoder niht.Löshen:Der zu löshende Eintrag wird gesuht und aus allen Bukets, in denen ervorkommt, gelösht.Beim Herausstreihen des zu löshenden Eintrags sind 2 Fälle möglih:1. Entweder nah dem Abzählen in den vier Brüder-Bukets ensteht eineinzelnes Buket (passiert in dem Falle, wenn nah dem Zusammenset-zen aller davor in Bukets existierenden Einträgen die Kapazität vonN niht übershritten wird).2. Oder es wird einfah ein Eintrag aus dem Buket bzw. Bukets entfernt,in denen es sih befand.
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��n e[6,7℄ pe[7,8℄HHHHHq e[7,9℄Abbildung 2: Quadtree nah dem Einfügen vom Element mbb 12Im folgenden führen wir ein Beispiel mit der verbalen Beshreibung undgraphishen Darstellung (unter Zuilfenahme von der Abbildung 2 , wobei alsAusganspunkt Abbildung 1 gilt) an. Dabei wird eine Buket-Gröÿe von 4Einträgen unterstellt.1. Das Einfügen vom Rehtek 13 führt zu keiner Aufteilung des Qua-dranten. Es wird einfah zum Blattquadranten a hinzugefügt.2. Das Einfügen vom Rehtek 12 führt zum Aufteilen des Quadrants b invier Subquadranten m,n,p,q. Dieses Rehtek wird zu denjenigen neugebildeten Blätterquadranten hinzugefügt, die er jeweils übershneidet.



6In unserem Falle wird es nur zum Subquadrant m hinzugefügt. DerQuadrant b wird in unserem Fall in Subquadranten aufgeteilt, weil dievon uns am Anfang vereinbarte Seitekapazität von vier (Anzahl vonRehteken, die im Quadranten enthalten sein müssen,also höhstensvier, um Quadrant niht in Subquadranten aufzuteilen) übershrittenwurde.1.3 Vor- und NahteileDiese Variante vom Quadtree entspriht einigen Anforderungen von SAM(SpatialAess Methods) niht, und zwar:
• Die Haupursahe für den Mismath ist Fan-Out(die maximale Anzahlvon Söhne bei jedem Quadrant), das gleih 4 ist, und das zum Belegenvon nur einem kleinen Teil der Festplattenseite führt. Deshalb lassensih der Quadtree bzw. seine innere Knoten niht so einfah e�zientauf die Festplattenseiten abbilden.
• Die Baumstrukturen mit dem groï¾1

2
n Fan-Out(solhe wie B- oder R-Baum, die im Kaptitel 13 diskutiert werden) lassen sih e�zienter aufdie Festplattenseite abbilden und sind auh sehr gut für die Zugri�s-methoden auf den sekundären Speiher geeignet.

• Die Zeit, die für die Quadtree-Anfrage benötigt wird, ist vergleihbarmit der Baumtiefe, die ihrerseits so groÿ sein kann, da der Baum nihtbalaniert ist.
• Eine Möglihkeit für die e�ziente Abbildung der inneren Baumknotenauf Festpalltenseiten besteht nur dann, wenn die Sammlung statishist. Im dynamishen Falle vershlehtert sih die Perfomane rasant.
• Ausserdem leidet der Quadtree genauso wie Grid�les(siehe Kapitel 8)unter der Duplizierung von Objekten in vershiedenen Blättern.1.4 Rüekblik: Punktanfrage, Fensteranfrage, z-OrderingAn dieser Stelle möhte ih noh einen kleinen Rükblik auf die Punk-tanfrage mahen (siehe Kapitel 10 �Quadtree für Punkte�), ganz kurz die
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8Punktanfrage lässt sih sehr leiht mit dem Qaudtree realisieren. Es wirdein Pfad von der Wurzel bis zu dem Blatt des Baumes verfolgt. Dabei wirdauf jeder Ebene aus den vier möglihen Quadranten derjenige gewählt, derdas Punktargument enthält. Das Blatt wird genauso gesannt und gelesenwie beim Grid (siehe Kapitel 8 �Festgitter und Grid�le�). Auf dem Bild 1.4ist die Punktanfrage zusammen mit dem von der Wurzel bis zum Blatt desBaumes verfolgten Pfad und dem Ergebnis (Objekt 7) dargestellt.Fensteranfrage:Gegeben sei ein Anfragefenster (Rehtek) F Gesuht werden alle Objekte,deren mbb mit F einen nihtleeren Durhshnitt haben.Für die Fensteranfrage müssen also alle Blattquadranten weiter untersuhtwerden, die sih das Fensterargument (Anfragerehtek) shneiden. Die dortgespeiherte Datensätze werden sequentiell auf einen nihtleeren Shnitt ihresmbb mit F untersuht.Eine Flähenfüllende Kurve legt eine totale Ordnung(eine sequentielleAnordnung) der Zellen von einem 2D-Gitter fest. Diese Ordnung ist sehrnützlih, wenn dadurh die Nähe der Zellen erhaltenbleibt. Das bedeutet, dasszwei Zellen, die in der Ebene benahbart sind, sih auh nah in der totalenOrdnung be�nden werden. Selbst wenn es niht immer der Fall ist, führeneinige Kurven zu einer vernüftigen Annäherung dieser �Nähe-Eigenshaft�.Die Ordnung soll unabhängig von einer möglihen Verfeinerung des Gittersstabil bleiben.An dieser Stelle möhte ih eine der bekanntesten Raumfüllungskurven dar-stellen - die Z-Oder-Kurve (auh Z-Ordering-Kurve genannt). Zur Beshrei-bung der Z-Oder-Kurve benötigen wir ein Gitter, das darunter liegen soll.Dieses Gitter ist ein Array von N×N Zellen, wobei N = 2 d ist. Es kann alsein kompletter Quadtree mit der Tiefe gleih d angesehen werden.Z-Order:Ein Label ist assoziert mit jedem Knoten des kompletten Quadtree und wirddabei als ein String über dem Alphabet (0, 1, 2, 3) gebildet. Das Label fürdie Wurzel ist ein leeres String. Die Söhne NW (NO, SW, SO) von deminternen Knoten k werden als k.0 (k.1, k.2, k.3) notiert, wobei �.� als dieString-Konkatenation bezeihnet wird.



9Wenn die Zellen mit der Stringlänge d gelabelt sind, dann können wir siegemäï¾1

2
ihrer Labels in der lexikographishen Ordnung sortieren. Nehmenwir als Beispiel die Tiefe d=3 und sortieren die Labels in der aufsteigendeReihenfolge. Nah der Sortierung be�ndet sih die Zelle 212 vor der Zelle 300und nah der Zelle 21. Diese z-artige Ordnung (siehe unten die Abbildung 4)hat zum Name Z-Order beigetragen.Beim Quadtree-Labeling gibt es einige allgemeine Aussagen:

• Die Ordnung von Blättern entspriht dem Sannen von Blättern vonlinks nah rehts.
• Die Labels haben vershiedene Gröï¾1

2
n. Also wenn ein Blatt B eineGitterzelle Z enthält, dann ist das Label b von B ein Prä�x von demLabel z von Z und wir haben b < z, wo das Zeihen �<� die aufsteigendelexikographishe Ordnung auf den Strings bedeutet. Zum Beispiel 3 <31 < 312 < 32.

• Die Gröÿe des Labels (bei der Darstellung im Dezimalsystem) ist gleihder Tiefe des Blattes in diesem Baum, dem dieses Label zugeordnetwurde.
• Das Label von einem Blatt kann als der Pfad von der Wurzel zu diesemBlatt angesehen werden.
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112 Linearer Quadtree2.1 Linearer Quadtree mit dem B∗-BaumWenn ein Eintrag [mbb,oid℄ einem Quadtree-Blatt mit dem Label b zuge-wiesen und in einer Seite mit Adresse p gespeihert wurde, dann wird ineinem B∗-Baum die Sammlung von Paaren (b,p) indexiert, die aufs Label bverweisen. (siehe Abbildung 5)
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Abbildung 5: (2,3)B∗-Baum

Eine solhe Struktur führt zu einer guten Pakung von Quadtree-Labels inden Bläettern vom B∗-Baum. Sie ist vorhanden sowohl während des Einfügensals auh während des Löshens von Objekten in die Kollektion (z. B. sinddie Einträge, die den Blättern mit den Lables 0 und 10 entsprehen, in demselben Knoten). Solhes Shema hat das gleihe Redundanzproblem wie diefrüher präsentierte Variante des Quadtree. D.h. Knoten, die vershiedeneQaudtree-Quadranten überlappen, sind in den Seiten duplieziert, die diesenBlättern zugewiesen sind (z. B. g ist 4 Mal in der gleihen Seiten gespeihert).Im folgenden shauen wir uns lineare Strukturen an, die Duplizierung vonKnoten vermeiden.



122.2 Punktanfrage mit dem linearen QuadtreeUm die Identi�katoren von Objekten zu bekommen, deren Knoten(mbb)einen Punkt P enthält, benötigt man folgende 3 Shritte:1. Punktlabel berehnen.Berehne das Label b (ein String der Länge d) von der Gitterzelle,die den Punkt P enthält. Das wird mit Hilfe der Methode Punkt-label des unten angegebenen Algorithmus bewerkstelligt (siehe LQ-PunktAnfrage).2. Retrieval vom Quadtree-Blatt in dem B∗-Baum.Sei B das Label vom Quadtree-Blatt, das P enthält. Wenn B=b, dannbe�ndet sih das Qaudtree-Blatt in der Tiefe d. Wenn aber B ein Prä�xvon b ist, dann ist seine Länge kleiner als d und der Blattquadrant ent-hält die Gitterzelle, die P enthält. Genaugenommen entspriht dieserQuadrant dem Eintrag in dem B∗- Baum, dessen Shlüssel der gröï¾1

2
eWert ist, der kleiner als oder gleih b ist. Die Suhe nah solhen Ein-trägen ist keine Basisfunktion von B∗- Bäumen. Diese Funktion wirdin unserem Algorithmus MaxInf(b) genannt (siehe LQ-PunktAnfrage).3. Zugri� aufs Blatt und Sannen vom BlattWenn der Eintrag im B∗- Baum gefunden wurde, dann muss auf dieSeite mit der Adresse p zugegri�en, alle Paare [mbb,oid℄ in dieser Seitegesannt und anshlieÿsend geprüft werden, welher der Knoten(mbb)den Punkt P enthält. Das Ergebnis ist die Liste von Objektidenti�ka-toren.Das oben beshrieben Algorithmus ist auf dem oben stehenden Bild 1.4 dar-gestellt.

• Shritt 1:Aus den Koordinaten vom Punkt P �ndet man, dass die Gitterzelle,die P enthält, das Label 120 hat.
• Shritt 2:Mit Hilfe von der Funktion MaxInf stellt man shnell fest, dass dasmaximale Label, das kleiner als 120, das Label 12 ist.
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• Shritt 3:In diesem Shritt bleibt es nur noh auf die Seite zuzugreifen , zu san-nen und die Knoten aufs Enthalten vom Punkt P zu prüfen.LQ-PunktAnfrageAlogrithmus:Quelle: Buh �The design and analysis of spatial data strutures"LQ-PunktAnfrage(P:punkt):set(oid)beginErgebnis=0//Shritt 1: berehne das Label vom Punktb = PunktLabel(P)//Shritt 2: der Eintrag [B,p℄ wurde beim Traversieren vom B∗- Baum mit//dem Shlüssel b bekommen
[L, p]=MaxInf(b)//Shritt3: bekomme die seite und gebe die Objekten zurükSeite = LeseSeite(p)for eah e in Seite doif (e.mbb ontains P) then Ergebnis+=e.oidend forreturn Ergebnisend2.3 FensterAnfrage mit dem linearen QuadtreeDer Gedanke ist das Interval I von Labels zu berehnen, das alle Qaudrantenabdekt, die das Fenster W shneidet. Dann stellt man eine Bereihsanfrageauf dem B∗- Baum in dem Interval I.Der Berehnungsvorgang wird in 3 Shritten abgewikelt, die im folgendenbeshrieben werden:1. Berehne das Label b vom NW-Fenstervertex. Das geshieht genausowie in dem Shritt 1 vom PunktAnfrageAlgorithmus. Dann berehneMaxInf(b) als im Shritt 2 von diesem Algorithmus. Das ergibt dann



14[B,p℄, wobei das Label B die unterste Grenze vom Interval ist. AlsNähstes berehnen wir das Label b' vom SO-Fenstervertex mit MaxInf.Das führt zu [B',p'℄, wobei B' ist die oberste Grenze.2. Stelle eine Bereihsanfrage im Interval [B,B'℄ auf dem B∗ -Baum, welhedann alle Einträge [b,p℄ zurükgibt, deren Label b in diesem Intervalliegt.3. Für jeden B∗- Baumeintrag e=[b,p℄ berehne den Quadranten, derals e.b markiert ist, mit der Funktion Quadrant(e.b). Wenn der Qua-drant(e,b) das Fenster übershneidet, dann greife auf die Quadranten-seite e.p zu und teste jeden von Quadtree-Einträgen auf die ï¾1

2
erlappungmit W.Sehen wir jetzt das Bild 1.4 auf dem das Anfragefenster mit dem ArgumentW abgebildet ist.1. Shritt 1:Das Label vom NW-Fenstervertex von W ist 012 und das Label vonSO-Fenstervertex ist 121. Dann suhen wir im B∗ - Baum Bidl 11.5 mitder Funktion MaxInf das gröï¾1

2
e Quadtreelabel, das kleiner als 012und 121 ist. Wir bekommen MaxInf(012)=01 und MaxInf(121)=12.2. Shritt 2:In diesem Shritt shreiben wir eine Bereihsanfrage auf dem B∗- Baum(sihe Bild 1.4) in dem Interval [01,12℄3. Shritt 3:Für jeden Eintrag, der während des Sannens gefunden wurde, greifenwir auf die Seite nur dann zu, wenn W den Quadranten(e.b) überlappt.



15LQ-FensterAnfrageAlogrithmus:Quelle: Buh �The design and analysis of spatial data strutures�LQ-FensterAnfrage(W:retangle):set(oid)beginErgebnis=0//Shritt 1: Aus den Fenstervertexen W.nw und W.se berehnet man// das Interval [B,B'℄. Dazu wird die 2-malige Suhe im B∗- Baum// benötigt.b =PunktLabel(W.nw);[B,p℄=MaxInf(b);b'=PunktLabel(W.se);[B',p'℄=MaxInf(b');//Shritt 2: Man berehnet die Menge Q von B∗- Baumeinträgen [b,p℄in b ∈ [B,B'℄Q=BereihAnfrage([B,B'℄)//Shritt 3: Man greift auf jeden Eintrag in der Menge Q zu, dessen Quadrant// W überlappt.for eah q in Q doif (Quadrant(q.b) overlaps W) thenSetie = LeseSeite(q.p)// Es wird die Quadtree-Seite gesanntfor eah e in Seite doif (e.mbb overlaps W) then Ergebnis+=(e.oid)end forend ifend for//Es werden Ergebnisse sortiert und Duplikate eliminiertSort(Ergebnis);RemoveDuplikate(Ergebnis);return ErgebnisendLiteratur: Samet Buh �The design and analysis of spatial data strutures�


